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Vorwort 


Der Begriff Geostatistik, wohl zuerst in den fünfziger/sechziger Jahren als 
geostatistique im Französischen gebraucht, umfaßt alle in den Geowissenschaf¬ 
ten angewandten statistischen Theorien, Schätz- und Schlußverfahren. Ein 
wichtiges Teilgebiet ist die Theorie der Zufallsprozesse und ihre Anwendung 
auf die in Raum und Zeit zufällig schwankenden Funktionen und Felder. Über 
Zufallsprozesse existieren hervorragende mathematische Werke, die aller¬ 
dings nur von den Theoretikern, weniger von den Anwendern ausgeschöpft 
werden können. Technisch orientierte Bücher, etwa der Regelungstechnik und 
Systemtheorie, behandeln vorzugsweise eindimensionale Zufallsprozesse; sie 
sind für den Anwender leichter zugänglich, sofern er mit der speziellen Fach¬ 
terminologie zurechtkommt. Obwohl die Geowissenschaften selbst nicht un¬ 
wesentlich zur Entwicklung der Theorie der Zufallsprozesse beigetragen haben, 
sind ausführlichere Darstellungen mit geowissenschaftlichen Anwendungen 
— abgesehen von speziellen Monographien zur Turbulenztheorie, Filtertheorie 
u. a. — nicht eben zahlreich. Die einschlägigen deutschsprachigen, für den 
Anwender bestens geeigneten Lehrbücher von Taubenheim (1969) und Schön¬ 
wiese (1985) bieten ein breites Spektrum an statistischen Theorien, Auswerte- 
und Prüfverfahren, — mit Ausnahme der für die Geowissenschaften so wich¬ 
tigen mehrdimensionalen Prozesse auf der Kugel (globale Probleme) und im 
euklidischen Raum (lokale Probleme). 

So mag die vorliegende Einführung in die Theorie der Zufallsprozesse, 
welche sowohl die ein- als auch die mehrdimensionalen Prozesse umfaßt und 
an geowissenschaftlichen Aufgabenstellungen orientiert ist, ausreichend 
motiviert sein. Sie ist für Leser aus allen Geo- und Kosmoswissenschaften ge¬ 
dacht, aber auch für Leser aus anderen Disziplinen, die sich ebenfalls mehr¬ 
dimensionaler Zufallsprozesse bedienen, zugänglich. Im Bestreben, einen inter¬ 
disziplinären Text zu entwerfen, kann man — nach dem Bonmot „was dem 
einen Signal, ist dem anderen Rauschen“ — leicht zwischen die (Lehr-)Stühle 
zu sitzen kommen. Dieses Risiko mußte in Stoffauswahl und Darstellung ein¬ 
gegangen werden; jedoch sind die Beispiele im Text möglichst so gewählt 
worden, daß sie jeweils wenigstens zwei Fachgebiete berühren, z. B. Meteoro¬ 
logie/Geodäsie oder Geodäsie/Geophysik. 

Vorausgesetzt werden die üblichen Grundlagenkenntnisse in Analysis, ggf. 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematischen Statistik. Spezielle 
mathematische Hilfsmittel sind im Abschnitt 2. bereitgestellt. Im Abschnitt 1. 
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Vorwort 


werden — neben geschichtlicher Reflexion — bereits geostatistische Probleme 
im Zusammenhang erläutert. Der Anfänger möge diesen Abschnitt vorerst 
informativ und am Ende des Textstudiums noch einmal lesen; dem kundigen 
Leser werden hier manche Gesichtspunkte vertraut sein. Jeder Hauptabschnitt 
schließt mit Literaturhinweisen zum behandelten Stoff, teilweise auch zu 
Problemkreisen, die aus Platzgründen nicht behandelt werden konnten. Aus 
der Literaturfülle sind vorzugsweise Grundlagenwerke, Originalarbeiten und 
Monographien mit weiterführender Literatur (ohne Anspruch auf Vollständig¬ 
keit) aufgenommen worden. Ein auch nur einigermaßen vollständiges Werk 
über Geostatistik würde sicher mehrere Bände füllen. Unter diesem Gesichts¬ 
punkt bietet der vorliegende Text, als Kompromiß zwischen den Intentionen 
eines anwendungsinteressierten Mathematikers und eines mathematisch 
interessierten Anwenders, eine „Geostatistik mit begrenztem Ziel“. 

An seinem Entstehen haben wesentlich mitgeholfen: Prof. Dr. G. Dörfel, 
Zentralinstitut für Festkörperphysik und Werkstofforschung der AdW, 
Dresden, Dr. V. Nollatt, Sektion Mathematik der Technischen Universität 
Dresden, Dr. W. Schwahn, Zentralinstitut für Physik der Erde der AdW, 
Potsdam, mit der kritischen Durchsicht des Manuskripts und zahlreichen 
konstruktiven Hinweisen und Änderungsvorschlägen, Frau B. Steestbock 
und Frau U. Sohlich mit sorgfältigen Abschriften, schließlich Frau H. Deut¬ 
scher, Akademie-Verlag, mit der kompetenten Beratung in technischen 
Fragen. Allen Damen und Herren sagen die Verfasser ihren verbindlichsten 
Dank. 


Siegfried Meier 


Wolfgaiug Keller 
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Der Tendenz endloser Zersplitterung des 
Erkannten und Gesammelten wider¬ 
strebend, soll der ordnende Denker trach¬ 
ten der Gefahr der empirischen Fülle zu 
entgehn. 

Bei allem Beweglichen und Veränder¬ 
lichen im Raume sind mittlere Zahlen¬ 
werte der letzte Zweck, ja der Ausdruck 
physischer Gesetze; sie zeigen uns das 
Stetige in dem Wechsel und in der Flucht 
der Erscheinungen ... 

A. v. Humboldt 

(Kosmos. Entwurf einer physischen Welt¬ 
beschreibung. 1, 1845) 


1. Zufallsprozesse in den Geowissenschaften 

1.1. Erfahrungsvielfalt und ordnende Theorie 

Alexander von Humboldt (1769—1859) war der letzte Gelehrte von uni¬ 
versalem Geist, dem es gelang, das Wissen seiner Zeit von Erde und Weltall 
zu umfassen. In seinem großen Werk Kosmos, dem Versuch einer ganzheit¬ 
lichen physischen Weltbeschreibung, hat er die Gesetze unserer vielfältig- 
veränderlichen Welt mit genialen Zügen ins Große und enzyklopädischer Sorg¬ 
falt im Kleinen, mit geschichtlicher Reflexion und Vorblick auf die Möglich¬ 
keiten der Zukunft in sicherem, wortgewandtem Stil meisterhaft dargestellt. 
Bereits am Anfang seines Werkes, mehr noch gegen Ende seines Lebens war 
ihm sehr wohl bewußt, daß fortschreitende Teilung der Lehre vom Universum 
in Einzelwissenschaften bei rasch wachsender Erkenntnisfülle der Arbeitskraft 
und dem Ordnungswillen des Einzelnen unerbittlich Grenzen setzen wird. 
Nach über einem Jahrhundert sind in der Tat die Grenzen für den Einzel¬ 
wissenschaftler sehr eng gezogen; Gemeinschaftsarbeit kann sie partiell er¬ 
weitern. Heute kann ein Geo- oder Kosmos-Wissenschaftler nur eine enge 
Spezialdisziplin beherrschen, kaum noch den Überblick über die Fortschritte 
der Nachbarwissenschaften wahren. Um so glücklicher dürfen wir uns schätzen, 
wenn nach Perioden des Sammelns, Erkennens und Lösens von Einzelproblemen 
Ideen hervorgebracht werden, die sich zu tragfähigen Theorien entwickeln, 
weit genug gefaßt, um das Allgemeine vom Besonderen zu scheiden, aber auch 
konstruktiv genug, um im Speziellen konkrete Lösungen zu ermöglichen. 

Eine solche Theorie ist die Theorie der zufälligen Funktionen und Felder, 
kürzer der Zufallsprozesse oder stochastischen Prozesse. Als Lehre vom Zufällig- 
Veränderlichen in Raum und Zeit beschreibt sie im HuMBOLDTachen Sinne 
„das Stetige im Wechsel und in der Flucht der Erscheinungen“ -v genauer: die 
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1. Zufallsprozesse in den Geowissenschaften 


jeweils typischen Eigenschaften der in gewissen Grenzen zufällig schwanken¬ 
den, orts- und zeitabhängigen Vorgänge, Abläufe und Felder (Sammelbegriff: 
Prozesse). Im Universum treten derartige Prozesse in nahezu unübersehbarer 
Fülle auf und sind in vielfältigster Weise miteinander verbunden. Die Theorie 
ermöglicht es, komplexe Prozesse in Einzelprozesse zu zerlegen, ihre Eigen¬ 
schaften qualitativ und quantitativ zu beschreiben, ihren Ursachen und Wir¬ 
kungen nachzugehen, Erscheinungen der Dämpfung, Verstärkung und Selbst¬ 
verstärkung, der Erhaltungs- und Wiederholungsneigung u. a., ferner ihr 
Zusammen-, Gegen- oder Wechselwirken zu studieren. Gemessene Prozesse 
können von Meßfehlern bestmöglich befreit, inter- und extrapoliert werden; 
das landläufigste Beispiel ist wohl die (mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit 
zutreffende) Wettervorhersage. 

Die Anwendungen der Theorie umfassen Bereiche vom Mikro- bis zum Ma¬ 
krokosmos. Prozesse im mikroskopisch Kleinen sind etwa die BROWNSche 
Molekularbewegung oder die Bewegung hochenergetischer Teilchen. Bereits 
in den sichtbaren Bereich fallen Erscheinungen der atmosphärischen Turbu¬ 
lenz: Bildflimmern, Sternszintillation. Großräumige Bewegungen der festen 
Erde, ihrer Luft- und Wasserhülle sind u. a. Polsehwankungen, Erd- und Mee¬ 
resgezeiten, Luftmassenaustausch und Meeresströmungen. Im erdnahen Raum 
sind es die Bahnstörungen von Raumflugkörpern, im erdfernen das Verhalten 
interstellarer Materie usf. — Die Anwendungen der Theorie reichen in der 
Tat vom atomaren Bereich bis in Sternenweiten. Trotzdem werden wir in 
dieser Einführung sowohl wörtlich (Beispiele im Text) als auch im übertrage¬ 
nen Sinne „auf der Erde bleiben“. 

Die Ursprünge der Theorie der Zufallsprozesse liegen — ähnlich der klassi¬ 
schen Statistik — in verschiedenen Gebieten: Mathematik, Physik, Biologie, 
Ökonomie, elektrische Nachrichtenübertragung und Meßtechnik, Geophysik 
und Meteorologie. Als erster versuchte A. A. Markow (1906), Grenzwertsätze 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung auch auf abhängige Zufallsgrößen zu über¬ 
tragen. Die von Markow untersuchte Form der Abhängigkeit wird heute 
Markowsche Kette genannt. Die Natur der BuowNschen Bewegung wurde von 
A. Einstein (1906) und M. Smoluchowski (1915) erklärt. Die dabei an¬ 
gewandte Technik griff N. Wiener (1923) auf und arbeitete eine Theorie 
spezieller Prozesse aus, die man heute als Wienersche Prozesse bezeichnet. Den 
Weg zur statistischen Theorie der Turbulenz über die Momentenmethode wie¬ 
sen A. A. Friedmann und L. W. Keller (1924). Aus diesen Wurzeln erwuchs 
ein „Baum der Erkenntnis“, dessen Krone weitverzweigt in die Anwendungs¬ 
gebiete, u. a. in alle Geo- und Kosmoswissenschaften, hineinreicht. Der gut 
entwickelte Stamm der Theorie besitzt integrierende Kraft. Allein das zweck¬ 
mäßige Begriffssystem erleichtert das Verständnis selbst zwischen weit aus¬ 
einanderliegenden Fachgebieten, „der Tendenz endloser Zersplitterung des 
Erkannten und Gesammelten“ entgegenwirkend. 


1.2. Von der Idee zur Theorie und ihren Anwendungen 
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1.2. Von der Idee zur Theorie und ihren Anwendungen 

Nach dieser Laudatio werden wir der Wurzel der Theorie, ihrer weiteren 
Entwicklung und Anwendung in den Geowissenschaften nachgehen. Zu Beginn 
unseres Jahrhunderts bestand das stark praktische Bedürfnis, turbulente Er¬ 
scheinungen in der Atmosphäre und an umströmten Hindernissen zu klären 
(Meteorologie, aber auch Flugzeug-, Schiffs-, Turbinen- und Wasserbau). Den 
Beginn der statistischen Theorie der Turbulenz markieren eine Idee, ein An¬ 
satz und ein Gleichungssystem von A. A. Friedmann und L. W. Keller 
(1924), auf bauend auf den Grundgleichungen der Hydrodynamik. Es sind dies 
für eine kompressible Flüssigkeit drei Bewegungsgleichungen, die Kontinui¬ 
tätsbedingung und die Wärmeleitungsgleichung, insgesamt fünf Gleichungen 
für ebensoviele unbekannte raum-zeit-abhängige Funktionen (Feldgrößen): 
drei Komponenten der Strömungsgeschwindigkeit (Vektorfeld), Temperatur 
und Druck (skalare Felder); die in den Grundgleichungen außerdem ent¬ 
haltene Dichte kann über die Zustandsgleichung eliminiert werden. Friedmann 
und Keller notierten die Grundgleichungen für einen beliebigen Punkt der 
Strömung, multiplizierten sie mit den Werten der Schwankungen der Feld¬ 
größen in einem benachbarten Punkt und mittelten anschließend. Es ergab 
sich ein Gleichungssystem für 30 unbekannte Funktionen, das eine beliebige 
turbulente Bewegung beschreibt: 5 Mittelwertfunktionen der Grundgrößen 
von je vier Veränderlichen und 25 Produktmittelwertfunktionen von je acht 
Veränderlichen, die sog. Korrelationsmomente. Das komplizierte System par¬ 
tieller Differentialgleichungen war zunächst nicht zu integrieren. Dazu be¬ 
durfte es vereinfachender Annahmen. 

G. I. Taylor (1935) untersuchte den Spezialfall der homogenen und isotro¬ 
pen Turbulenz. Darunter versteht man einen (idealisierten) Zustand, bei dem 
sich die Eigenschaften der zufällig schwankenden Feldgrößen nicht ändern, 
wenn das physikalische System im Raum verschoben oder gedreht wird. Mit 
dieser Hypothese verringern sich die Anzahlen der Unbekannten und der 
Argumente, von denen sie abhängen, erheblich. Insbesondere sind die Korre¬ 
lationsmomente der skalaren Felder Druck und Temperatur zu einem festen 
Zeitpunkt nur noch Funktionen des gegenseitigen Abstandes zweier Punkte, 
nunmehr Korrelationsfunhtionen genannt, und die Korrelationsmomente des 
vektoriellen Geschwindigkeitsfeldes lassen sich aus solchen Abstandsfunlctionen 
kombinieren. Der Begriff der Korrelationsfunktion ist erstmals von G. I. 
Taylor (1922) verwendet, eine nicht notwendig an spezielle Anwendungen 
gebundene Korrelationstheorie von A. J. Chintschin (1934) ausgearbeitet 
worden. 

Die Integration der vereinfachten FRIEDMANN-KELLER-Gleichungen für 
homogen-isotrope Turbulenz in einem inkompressiblen Medium gelang T. 
Karman und L. Howardt (1938), L. G. Loizjanski (1939), M. D. Million- 
schtschikow (1939). Am weiteren Ausbau der statistischen Turbulenztheorie 
waren hervorragende Mathematiker und Physiker beteiligt, außer den ge- 
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/. Zufallsprozesse in den Geowissenschaften 


nannten G. K. Batchelob, S. Corrsin, W. Heisenberg, E. Hope, A. M. 
Jaglom, A. N. Kolmogorow, W. A. Krasilnikow, L. IX Landatt, E. M. 
Lifschitz, A. S. Monin, L. Onsager, A. M. Obuchow u. a. — Als besonders 
konstruktiv erwies sich die Spektralzerlegung homogener Zufallsprozesse; 
vergleichbar einer verallgemeinerten harmonischen Analyse für Funktionen 
mit kontinuierlichem Spektrum (Hauptarbeiten von A. J. Chintsohin, A. N. 
Kolmogorow, N. Wiener, ferner von S. Bochner, H. Kramer, J. Keitmann, 
I. J. Sohönberg u. a.). 

Etwa parallel zur Entwicklung der statistischen Turbulenztheorie in den 
dreißiger Jahren wurde die Theorie eindimensionaler, speziell zeitabhängiger 
Prozesse, auch Zeitreihen (time series) genannt, in der Hochfrequenztechnik 
und Nachrichtenübertragung, später in der Regelungstechnik und Systemtheo- 
rie ausgebaut. Zwischen elektrischer Meßtechnik (Meßstochastik) und den 
messenden Geo- und Kosmoswissenschaften bestand naturgemäß von jeher 
ein enger Kontakt. Zur Morphologie speziell geophysikalischer Orts- und Zeit¬ 
funktionen und zur Methodenlehre hat der Geophysiker J. Bartels Bedeuten¬ 
des beigetragen. Weit verbreitet in Meteorologie und Geophysik sind lineare 
Filterverfahren : gemessene Orts- und Zeitfunktionen können von unerwünsch¬ 
ten Fluktuationen und Meßfehlern befreit (Glättungsfilter), inter- oder extra¬ 
poliert werden (Vorhersagefilter). Wird die interessierende Funktion im Sinne 
der Methode der kleinsten Quadrate (MKQ) mit kleinstem mittlerem Fehler 
bestimmt, spricht man von Optimalfilterung. Grundlage ist die Wiener-Hopf- 
sche Gleichung zur Bestimmung einer geeigneten Filtervorschrift; in ihrer 
diskretisierten und verallgemeinerten Form nach Kalman/Bucy bedeutungs¬ 
voll für die Steuerung von Raumflugkörpern, Trägheitsnavigation und -Ver¬ 
messung. Wichtig sind ferner Potentialfeld analysen, um die räumliehe Ver¬ 
teilung der Quellen zu schließen (sog. inverse Aufgaben). 

Überblickt man den Weg, den die Theorie der Zufallsprozesse genommen 
hat, so stellt man nicht ohne Erstaunen fest, daß zuerst die mehrdimensio¬ 
nalen, mit schwierigen naturwissenschaftlichen Fragestellungen wie den 
Phänomenen der Molekularbewegung und der Turbulenz verbundenen Pro¬ 
bleme angegangen und gelöst worden sind. Die viel einfacheren eindimen¬ 
sionalen Prozesse wurden in ihrer vollen Breite erst nach und nach ange¬ 
wandt. Ein typisches Beispiel für diesen Trend ist die Geodäsie. Die fundamen¬ 
tale Methode geodätischer Datenverarbeitung (MKQ.) schien bis zu Jahr¬ 
hundertmitte auf den Fundamenten von C. F. GausS (1794, 1809, 1821) und 
F. R. Helmert (1872) in Substanz und Notation absolut unveränderlich zu 
ruhen. Erst Arbeiten von J. M. Tienstra (1947, 1948, 1956) zur Ausgleichung 
korrelierter Beobachtungen, ferner Entwicklung der Satellitengeodäsie, der 
analytischen Photogrammetrie, Netzoptimierung u. a. Aufgaben regten zu 
erneutem Nachdenken über die Grundlagen an. Die MKQ wurde dem Begriffs¬ 
system der mathematischen Statistik besser angepaßt, insgesamt vielfältiger 
und flexibler ausgestaltet (H. Wolf, 1983). Einen gewissen Höhepunkt bildete 
das Konzept der Kottokation (T. Krabüp, 1969; H. Moritz, 1973) — eine 
verallgemeinerte MKQ zur Bearbeitung hybrider Messungen, vor allem im 
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Schwerefeld. Man untersuchte also zuerst ein Potentialfeld und seine Ablei¬ 
tungen auf der Kugel (= sphärische Prozesse); die erste statistische Analyse 
des globalen Schwerefeldes stammt von W. M. Kahla (1959). Viel einfachere 
Aufgaben der Vermessungstechnik mit eindimensionalen Prozessen (Zeitreihen) 
zu lösen, kam im wesentlichen erst in den siebziger Jahren in Gang. 

Um den historischen Überblick abzurunden, werden aus der Anwendungs¬ 
fülle noch folgende Gebiete ohne Anspruch auf Vollständigkeit genannt: 
Geomagnetismus und Ionosphärenforschung, Wellenausbreitung, Refraktion, 
Szintillation und spezielle Zerstreuprobleme in turbulenten Medien, Wetter¬ 
vorhersage und Klimaforsehung, Meeresgezeiten und Seegangsanalyse, Erd¬ 
gezeiten und Polschwankungen, Geofernerkundung und Bildverarbeitung, 
Gravimetrie und Seismik, geophysikalische und neuerdings auch geologische 
Prospektion (J. Taubenheim, 1969; F. A. Agterberg, 1974). Schließlich sei 
noch auf die Beziehungen zu anderen messenden Fachgebieten hingewiesen. 
Elektrische Meßtechnik, Regelungs- und Steuertechnik als wichtigste wurden 
bereits genannt. In der Bildverarbeitung gibt es Verbindungen etwa zur Me¬ 
dizintechnik. Die Analyse „rauher“ Oberflächen (Relief der Erde u. a. Himmels¬ 
körper; Sanddünen, Wasserwellen u. dgl.) ist mit ähnlichen Problemen ver¬ 
bunden wie in der Werkstofforschung und Festkörperphysik, unbeschadet der 
Maßstabsunterschiede zwischen Makro- und Mikrobereich. Um „der Gefahr 
der empirischen Fülle zu entgehn“, sehen die Verfasser dieser Einführung in 
der Tat keinen anderen Weg, als den allen Anwendungen gemeinsamen Grund¬ 
lagen den Vorrang einzuräumen. 

1.3. Zufällige Größen, Funktionen und Felder 

Friedmann und Keller überführten ein System von n partiellen Differential¬ 
gleichungen für ebensoviele Feldgrößen in ein System von n(n -j- 1) Gleichun¬ 
gen zur Beschreibung der statistischen Eigenschaften der nunmehr als zu¬ 
fällig-schwankend angenommenen Felder. Nach diesem Vorgehen werden all¬ 
gemein die statistischen Eigenschaften eines Systems zufälliger Felder durch 
ein System partieller Differentialgleichungen bestimmt. Die statistischen 
Charakteristika beziehen sich sowohl auf jedes einzelne Feld als auch auf die 
Beziehungen zwischen den Feldern, die im übrigen von verschiedener Art sein 
können (z, B. Skalarfelder — Vektorfelder, Potentialfelder — Selenoidalfelder). 
Werden mit gewissen vereinfachenden Annahmen die Felder „entkoppelt“, 
reduziert sich das Gleichungssystem auf jeweils eine partielle Differential¬ 
gleichung für eine Feldgröße, deren Lösungen natürlich nur unter den getrof¬ 
fenen Voraussetzungen einen physikalischen Sinn haben. 

Beispiel 1.1; Vereinfachte Wärmeleitungsgleichung 

Wir notieren die Wärmeleitungagleichung in der für turbulente Medien häufig ge¬ 
brauchten Form 

“ + (V, grad T) = X AT. 
ot 


( 1 . 1 ) 
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Der Klammerausdruck ist das skalare Produkt aus dem Geschwinidgkeitsvektor 
V — V(x; t) und dem Gradienten der Temperatur T = T( as; t). % ist die Temperatur- 
leitfähigkeit, A der LAPLACB-Operator. Außer in der Wärmeleitungsgleichung kommt V 
in den Bewegungsgleichungen und in der Kontinuitätsbedingung vor, verknüpft somit 
die genannten Gleichungen zu einem Gleichungssystem. Die statistischen Eigenschaften 
von T, V können daher nur aus einem adäquaten System partieller Differentialglei¬ 
chungen erschlossen werden. 

Sei V = 0 (ruhendes Medium) und finde nur vertikale Wärmeleitung statt. Dann 
vereinfacht sich (1.1) zu 


8T_ 8*T 
8t ~ X dz 2 ’ 


T = T(z;t). 


( 1 . 2 ) 


Gl. (1.2) ist nun nicht mehr mit den anderen Grundgleichungen verbunden. Sie be¬ 
schreibt die Wärmeleitung eines ruhenden Mediums in einer vertikalen Säule der Quer¬ 
schnittsfläche Eins. Die statistischen Charakteristika von T(z; t), die der Gl. (1.2) 
genügen und die wir später noch ableiten, können angewandt werden erstens auf die 
Atmosphäre oberhalb der turbulenten Unterschicht, sofern (wenigstens annähernd) 
X = const und die Wärmestrahlung vernachlässigbar ist, wobei z zunehmend nach oben 
ist, zweitens auf die oberflächennahen Schichten des Erdbodens (ferner stehender Ge¬ 
wässer, Gletscher, Eisschilde) von einigen Zentimetern bis einigen Metern, höchstens 
einigen Zehnermetern, wobei z zunehmend nach unten ist. (In der Erdkruste wird 
8T/8t ss 0, 8T/8z rü const.) 

Hält man in einem zufälligen Feld (= Funktion von n Variablen) n — 1 
Variable fest, erhält man eine zufällige Funktion von einer Veränderlichen, 
z. B. T(z 0 ; t), T(z; t 0 ). Die Charakteristik einer zufälligen Funktion kann Lösung 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung, die Charakteristiken mehrerer zu¬ 
fälliger Funktionen können Lösung eines Systems gewöhnlicher Differential¬ 
gleichungen sein. Die Eigenschaften zufälliger Funktionen und Felder werden 
also insgesamt durch die Struktur gewisser Gleichungen oder Gleichungs¬ 
systeme bestimmt. Letztere bilden den physikalischen Hintergrund auch der 
empirischen Schätzungen. Werden gewisse statistische Charakteristika aus 
Datenmaterial berechnet, dann reicht es in der Regel nicht aus, ihre rein 
statistische Sicherheit oder Verträglichkeit mit den Eigenschaften, wie sie 
die mathematische Theorie fordert, zu prüfen. Man muß zusätzlich unter¬ 
suchen, ob oder inwieweit sie mit den physikalischen Bedingungen in Einklang 
stehen (vgl. Beispiel 1.1). Auf diesen wichtigen Sachverhalt kommen wir noch 
ausführlicher zurück. 

Weiterhin können zufällige Funktionen und Felder durch lineare oder 
nicht-lineare Transformationen aus einem ursprünglichen Prozeß hervorgehen. 
Beispiele der linearen Transformation sind Ableitung und Integral eines Pro¬ 
zesses. Der abgeleitete Prozeß ist strukturierter, der integrierte glatter als der 
ursprüngliche Prozeß. 

Schließlich halten wir in einer zufälligen Funktion die unabhängige Variable 
oder in einem zufälligen Feld sämtliche unabhängigen Variablen fest: die 
Werte, die ein zufälliger Prozeß in einem festen Punkt annehmen kann, bil¬ 
den eine zufällige Größe. Damit sind wir, ausgehend von einem System von 
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Feldern, die von mehreren Variablen, in der Regel von den Komponenten des 
Ortsvektors und der Zeit abhängen, schrittweise zu einem Begriff der klassi¬ 
schen Statistik gelangt. Man kann daher die Theorie für Systeme mehrdimen¬ 
sionaler Prozesse aufbauen und sie dann nach Bedarf vereinfachen. Wir werden 
in den Hauptabschnitten 3. und 4. den umgekehrten Weg einschlagen: vom 
Einfachen, dem Begriff der zufälligen Größe, zum Komplizierteren, den zu¬ 
fälligen Funktionen und Feldern und schließlich ihren Systemen, fortschreiten. 

Eine Zufallsgröße wird bekanntlich durch ihre Verteilungsfunktion be¬ 
stimmt. Analog wird ein Zufallsprozeß durch gewisse Verteilungsfunktionen 
beschrieben, und zwar durch alle mehrdimensionalen Verteilungen für alle 
möglichen Punkte des Prozesses. Obwohl es in vielen Fällen möglich ist, die 
mehrdimensionalen Verteilungsfunktionen aufzustellen, ist dieses Vorgehen 
wegen des großen Umfanges nicht durchweg zweckmäßig. Man gibt daher in 
Analogie zur Theorie der Zufallsgrößen die Momente verschiedener Ordnung 
der mehrdimensionalen Verteilungen an. Unter den unendlich vielen möglichen 
Momenten sind die Momente erster und zweiter Ordnung am wichtigsten. Die 
Theorie, welche ausschließlich die letzteren benutzt, heißt Korrelationstheorie 
der Zufallsprozesse; gelegentlich spricht man auch von Zwei-Punkt-Statistik. 
In vielen Aufgaben kommt man mit der Korrelationstheorie (und/oder ihrem 
Äquivalent im Frequenz- oder Wellenzahlbereich, der Spektraltheorie homo¬ 
gener Prozesse) aus, in anderen muß man zusätzlich Momente höherer Ord¬ 
nung heranziehen ( Mehr-Punkt-Statistik ); z. B. in der statistischen Turbulenz¬ 
theorie oder im Verfahren der nichtlinearen Prädikation (E. Grafarend, 
1972). 

Die bisherigen Betrachtungen legen die Einteilung der Zufallsprozesse nach 
verschiedenen Gesichtspunkten nahe: 

Ein-, zwei-,..., »»-dimensionale Prozesse je nach Anzahl der Argumente, von 
denen sie abhängen, 

inhomogene und homogene/anisotrope und isotrope Prozesse, je nachdem, ob 
ihre Eigenschaften variant oder invariant gegenüber Verschiebungen/Dre¬ 
hungen des Koordinatensystems sind, usf. — Einzelne Klassen dieser speziellen 
Prozesse werden später ausführlich behandelt. Eine Unterscheidung, die in 
mathematischen Werken kaum vorkommt, aber gerade für die messenden 
Geowissenschaften von Bedeutung ist, sei hier vorweggenommen. 

Wird ein Zufallsprozeß gemessen, so liegen eine oder mehrere Stichproben¬ 
sätze, die sog. Realisierungen des Prozesses, vor. Jede Realisierung ist mit 
Meßfehlern behaftet. In Anlehnung an die Begriffe der Elektrotechnik und 
Nachrichtenübertragung bezeichnet man in der Regel den zu messenden Prozeß 
als Signal ( s), die ebenfalls als Zufallsprozeß aufgefaßten Meßfehler als Rau¬ 
schen (n). Das Meßergebnis ist ein verrauschtes ( verformtes , verzerrtes) Signal (r), 

r = s -f- n. (1-3) 

Die statistischen Charakteristika von r, 

C(r) = C(s) -f- C(n) -|- C(s, n). 


(1.4) 
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setzen sich aus den Charakteristika des Signals C(s), des Rauschens 0(n) und 
den Beziehungen G(s, n) zwischen s und n {sofern solche überhaupt existieren) 
zusammen. In manchen Fällen spielt der Meßfehler nur eine untergeordnete 
Rolle und kann ggf. vernachlässigt werden: | G(n)\ <§; ;C'(.s)|, sog. schwaches 
Rauschen -, in anderen ist das Signal stark vom Rauschen überdeckt: G(s), G(n ) 
etwa in gleicher Größenordnung, sog. starkes Rauschen. Um das gemessene 
Signal r vom Rauschen n bestmöglich (etwa im Sinne der Optimalfilterung) 
zu trennen, muß man über gewisse Vor-Informationen G(s), G{n), ggf. auch 
G(s, n ) verfügen. Das ist in den geophysikalischen Aufgabenstellungen leider 
nicht immer gegeben, so daß man sich mit Näherungsverfahren behelfen muß. 
Meist gelingt es, die verzerrenden Eigenschaften von Meßgerät und -verfahren 
hinreichend genau abzuschätzen. Den Signaleigenschaften kann man sich 
häufig über die Grundgleichungen der physikalischen Vorgänge und gewisse 
vereinfachte Modellvorstellungen anzunähern versuchen, wobei stets die Vor¬ 
aussetzungen der Modellbildung im Auge zu behalten sind (vgl. Beispiel 1.1). 

Der zu messende geophysikalische Prozeß braucht jedoch nicht notwendig 
das Signal s zu sein. Mitunter interessieren hochfrequente Fluktuationen n, 
etwa turbulente Erscheinungen in der Atmosphäre, überlagert von zufälligen 
Fehlern e und einer langwelligen Störung (kontrollierbarer System- oder Mo¬ 
dellfehler) s. Dann ist es Aufgabe der statistischen Datenverarbeitung, n im 
verzerrten Signal 

r = s + n + e ( 1 . 5 ) 

aufzufinden und gegen s und s herauszuheben. Bei gewissen, miteinander ver¬ 
wandten Meßverfahren erscheinen s und n gerade vertauscht, z. B. bei Schwere- 
und Trägheitsvermessung. In der gravimetrischen Vermessung vom Flugzeug 
aus ist die Schwere das interessierende Signal, und die Trägheitskräfte des 
beschleunigten Flugzeuges bilden das unerwünschte Rauschen, in der Träg¬ 
heitsvermessung ist das inertiale Signal, die Beschleunigung des Fahrzeuges, 
vom Rauschen, das von den Unregelmäßigkeiten des Schwerefeldes hervor¬ 
gerufen wird, zu trennen. Obwohl die Teilprozesse $, n, e und der zusammen¬ 
gesetzte Prozeß r mit den gleichen mathematischen Hilfsmitteln behandelt 
werden können, sind sie in den Anwendungen deutlich auseinanderzuhalten. 

Beginnend beim Namen der Theorie über die Kennzeichnung der Teilprozesse bis 
hin zu ihren statistischen Charakteristika oder Kennfunktionen herrscht, folgend aus 
der Anwendungsbreite, mitunter eine Bezeichnungsvielfalt. Es zeugt gewiß vom Reich¬ 
tum einer Sprache, wenn für einunddenselben Sachverhalt mehrere Bezeichnungen 
möglich und im Umlauf sind. Man muß sich nur vor babylonischer Sprachverwirrung 
hüten; im Zweifelsfall halte man sich an die eindeutig definierten Begriffe der mathe¬ 
matischen Theorie. — Bereits der Buchtitel ist nicht ganz korrekt gewählt. In den Ab¬ 
schnitten 3. bis 5. werden vorwiegend stochastische Modelle entwickelt, während die 
eigentlichen statistischen Probleme im Abschnitt 6. einen geringeren Umfang einneh¬ 
men. Folgerichtig müßte- man eher von Geostoehastik sprechen. Da aber mit Geo- 
statistik (geostatistics; gfostatistique) ein prägnanter Kurzbegriff üblich geworden ist, 
müssen wir die sprachliche Inkonsequenz tolerieren. 


1.4. Erhaltungsneigung, Korrelation und Information 17 


1.4. Erhaltungsneigung, Korrelation und Information 

In der Natur eintretende Ereignisse, ablaufende Vorgänge und existierende 
Felder erscheinen uns in gewisser Weise als zufällig, obwohl wir keineswegs 
über die Fähigkeit verfügen, zufällige Vorgänge von streng determinierten 
auf den ersten Blick zu unterscheiden. Im Gegensatz zum Glücksspiel sind 
natürliche Vorgänge nicht unabhängig voneinander, sondern vielfältig mit¬ 
einander verwandt. Sie verlaufen in der Regel (stückweise) stetig und variieren 
nur in gewissen Grenzen, ihre Grundeigenschaften bleiben im Mittel über die 
raum-zeiUabhängigen Schwankungen erhalten oder ändern sich nur wenig. 
Im Glücksspiel sind die einzelnen Treffer beliebig austauschbar; natürliche 
Ereignisse und Abläufe sind dagegen an Ort und Zeit gebunden. Unsere Beob¬ 
achtungsdaten bilden daher zeitlich gerichtete und/oder räumlich geordnete 
Folgen mit Tendenz zur Erhaltungsneigung oder Persistenz, häufig auch der 
Wiederholungsneigung. 

Ein äquivalenter Begriff, um statistische Erhaltung (Beziehung, Verwandt¬ 
schaft, Kopplung) zu beschreiben, ist der der Korrelation, zugleich der zen¬ 
trale Begriff in der Theorie der Zufallsprozesse. Um ihn nach speziellen In¬ 
halten zu untergliedern, ist eine Reihe von (nicht immer deckungsgleichen) 
Bezeichnungen in Gebrauch. Die wichtigsten sind: Korrelationen zwischen 
den Ordinaten eines Prozesses, die Autokorrelationen, und Korrelationen zwi¬ 
schen den Ordinaten verschiedener Prozesse, die Kreuzkorrelationen oder gegen¬ 
seitigen Korrelationen. In Gl. (1.4) entsprächen C(s) und C(r) jeweils Auto¬ 
korrelationen, C(s, r) einer Kreuzkorrelation. Beide Arten sind Korrelationen 
physikalischer Prozesse, daher auch 'physikalische K. oder Korrelationen a 
priori genannt im Gegensatz zu mathematischen oder algebraischen K., die der 
Rechnung (Ausgleichung, Filterung, Eichung o. ä. Prozeduren) entspringen 
bzw. sich durch rechnerische Nachbehandlung ursprünglicher Größen den 
physikalischen Korrelationen überlagern, deshalb auch als Korrelationen a 
posteriori benannt. In den Anwendungen bezeichnet man, die physikalischen 
K. weiter klassifizierend, K. bezüglich s auch als Signalkorrelation, bezüglich 
n als Rausch-, Fehler- oder Beobachtungskorrelation. Die Entstehung und Exi¬ 
stenz physikalischer K. wurzeln in den primären Eigenschaften der Materie: 
in der Bewegung, in der Wechselwirkung, in den Zusammenhängen aller Er¬ 
eignisse und Prozesse und ihrem zeitlichen Ablauf, Derartige Zusammenhänge 
sind z. B. im Schwerefeld, im Magnetfeld, in meteorologischen u. a. Feldern 
durch mechanische oder elektrische Schwingungen gewisser Bauteile von 
Meßgeräten realisiert. Weitere gebräuchliche Termini spezieller physikalischer 
K. sind daher auch Feldkorrelation, Wechselwirkungskorrelation in der Feld¬ 
theorie, Ursache-Wirkungs-Korrelation oder kausale K., wenn der statistische 
Zusammenhang zweier Größen eine gemeinsame Ursache hat. 

Sind zufällige Ereignisse, zufällige Größen oder die Ordinaten zufälliger 
Prozesse miteinander korreliert, dann bedeutet dies zugleich, daß in der 
einen Größe Information über die benachbarte (und umgekehrt) enthalten ist. 


2 Meier/KeUer 
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Insbesondere kann sich ein zufälliger Prozeß mit Erhaltungsneigung über eine 
gewisse Distanz oder Zeitdifferenz nicht beliebig stark ändern. Man kann nun 
diese Information ausnutzen, um aus bekannten Prozeßordinaten diejenigen 
in räumlich benachbarten oder zeitlich folgenden Punkten mit einer ge¬ 
wissen Wahrscheinlichkeit vorherzusagen. Die statistischen Vorhersagever- 
fahren beruhen demzufolge auf einer A-priori-Kenntnis der Signalkorrelatio¬ 
nen. Diesem bedeutenden Vorteil, der uns die Existenz von Korrelationen 
für die statistische Vorhersage bringt (man denke nur an die Wettervorher¬ 
sage), steht ein gewichtiger Nachteil in der Stichprobenerhebung und Beur¬ 
teilung der Meßergebnisse gegenüber. Die Prüfverfahren der klassischen 
Statistik setzen korrelationsfreie Probenwerte voraus, können daher nicht 
ohne weiteres auf Beobachtungsmengen aus natürlichen Prozessen angewandt 
werden. Man muß vorher absohätzen, wie stark die existierenden Korrelatio¬ 
nen die Aussagekraft der Beobachtungsmenge herabsetzen und wie groß der 
Beobachtungsumfang sein muß, um gesicherte Aussagen über die Prozeßeigen¬ 
schaften zu ermöglichen. Dazu sind zwar spezielle Methoden entwickelt 
worden, sie beseitigen jedoch nicht die prinzipiellen Schwierigkeiten, denen 
man sich in vielen geowissenschaftlichen Aufgabenstellungen gegenübersieht. 
Die hier nur angedeuteten geostatistischen Probleme werden später ausführ¬ 
licher behandelt. 

Literaturhinweise: Historische Bemerkungen über Zufallsprozesse, vor allem in den 
Geowissenschaften sind in der Literatur weit verstreut. Die im Text genannten älteren 
Arbeiten sind bei Fisz (1970), speziell zur Turbulenztheorie bei Obuohow (1958) und 
Jaglom (1958), zur MKQ bei Worr (1983), zur Prädikation bei Grafarend (1972) aus- 
ührlieh zitiert. Zu den geowissenschaftlichen Aufgabenstellungen siehe z. B. Taubex- 
heim (1969). 


2. Mathematische Grundlagen 


Die Abschnitte 2.1 und 2.2 enthalten die für das Verständnis der Theorie der 
Zufallsprozesse notwendigen Grundkenntnisse und sind z. T. schon an geo¬ 
statistischen Aufgabenstellungen orientiert. In den Abschnitten 2.3 bis 2.5 
sind hauptsächlich mathematische Hilfsmittel zusammengestellt. 

2.1. Wahrscheinlichkeitstheorie 

Die Wahrscheinlichkeitstheorie, zunächst entstanden aus der Untersuchung 
von Glücksspielen, wurde von A. N. Kolmogorow (1933) axiomatisch be¬ 
gründet. Demzufolge beginnen die meisten Darstellungen dieser Theorie mit 
der Angabe eines Axiomsystems, wodurch zwangsläufig maßtheoretische 
Hilfsmittel beim weiteren Ausbau dieser Theorie benutzt werden müssen. 
Nun kann man einerseits schwerlich voraussetzen, daß jeder Geowissen- 
schaftler das recht abstrakte Werkzeug Maßtheorie beherrscht, andererseits 
darf man darauf vertrauen, daß er eine intuitive Vorstellung von den Be¬ 
griffen zufälliges Ereignis, Wahrscheinlichkeit usw. hat. Wir wollen deshalb 
mit diesen Begriffen operieren, auch ohne sie vorher exakt definiert zu haben. 
Daß man sich dabei unausweichlich eine Unschärfe in den Aussagen und den 
völligen Verzicht auf ihren Beweis einhandelt, muß in Kauf genommen wer¬ 
den. Die Grundlagen sollen auch nur knapp und nur insoweit, als wir sie wei¬ 
terhin benötigen, dargestellt werden. 

2.1.1. Zufallsgrößen 


Unter einer Zufallsgröße X wollen wir eine physikalische, geometrische oder 
sonstige Größe verstehen, deren Zahlenwert dem Zufall unterworfen ist. 
Eine Zufallsgröße kann demnach verschiedene potentiell mögliche Werte an¬ 
nehmen. Welchen von diesen Werten sie annimmt, hängt vom Zufall ab. Diesen 
letztlich angenommenen Wert x nennt man Realisierung der Zufallsgröße X 
und schreibt 

x = X{m). (2,1.1) 

Das in Klammern eingeschlossene io soll die Abhängigkeit der Zufallsgröße 
vom Zufall versinnbildlichen. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Reali- 
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sierungen einer Zufallsgröße X kleiner als eine vorgegebene Schranke x aus- 
fallen, werde mit 

P(X < x) (2.1.2) 

bezeichnet. Die durch die Formel 

F x (x) := P(X < x ) (2.1.3) 

definierte Funktion heißt Verteilungsfunktion der Zufallsgröße X. Wir nennen 
die Zufallsgröße X stetig, wenn eine nichtnegative Funktion f x existiert 
derart, daß für jedes reelle x die Beziehung 

F x {x) = / f x {x') da;' (2.1.4) 

—oo 

besteht. Die Funktion f x heißt Dichtefunktion) von X. 

Analog ist 

F (X , y) (x, y) := P(X < x, 7 <y) (2.1.5) 

die Verteilungsfunktion des zufälligen Vektors [X, Fj T und f( X ,y)(x, y) gemäß 

*W)(*, V) = / / f(x.r){F, y') d y’ da;' (2.1.6) 

— oo —oo 

dessen Dichte. 

Es sei X eine Zufallsgröße mit der Dichte / und g eine stetig differen¬ 
zierbare, umkehrbare Funktion. Die zu g inverse Funktion sei h. Dann ist 
F = g(X) wiederum eine stetige Zufallsgröße, und die Funktion 

v>{y)-=1{myw{y)\ ( 2 - L7 ) 

ist die Dichte von Y = g(X). Es seien ferner X und Y unabhängige Zufalls¬ 
größen mit den zugehörigen Dichten f bzw. g. Dann ist Z — X -f- Y wiederum 
eine stetige Zufallsgröße mit der Dichte 
+ °0 

f(z) — f f(x) g(z — x) da;. (2.1.8) 

— OO 

Die Funktion 

F (x ,.)(x) := P(X <x,Y < oo) (2.1.9) 

heißt Randverteilung von X. Es gilt 

X +oo 

F( X ,,)(x) — f f f(x.y) ( x ', y) d y da; . 


( 2 . 1 . 10 ) 
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Analog sind die Beziehungen für die Randverteilung von Y. Die beiden Kom¬ 
ponenten X, Y des zufälligen Vektors [X, 7] T heißen unabhängig, wenn 

F(x.Y){x, y) = F (X ")(x) ■ F uy) (y) (2.1.11) 

gilt. Die Verallgemeinerung dieser Begriffe auf einen «-dimensionalen zufälli¬ 
gen Vektor [X 1; ..., X„j T sind offensichtlich. 

2.1.2. Parameter der Verteilung einer Zufallsgröße 

Es gibt gewisse Parameter, die einen Grobeindruck von dem Zufallsmecha¬ 
nismus vermitteln, dem die betreffende Zufallsgröße unterworfen ist. Einige 
dieser Parameter sollen nun vorgestellt werden. 

Ist X eine stetige Zufallsgröße, g eine reelle Funktion und ist die Unglei¬ 
chung 

-f OO 

/ ls?(*)l /(*) da; < +oo 

— oo 

erfüllt, so heißt der Wert 

+ oo 

E{gr(X)} := j g(x) f(x) dx (2.1.12) 

— oo 

Mittelwert der Zufallsgröße g(X). Eine besondere Rolle spielen die Mittelwerte 
der Funktionen g(X) = X*. Sie heißen Momente der Ordnung k, und man 
schreibt 

m k := E{X*}. (2.1.13) 

Das Moment in y heißt Erwartungswert. Er läßt sich anschaulich als der Wert 
deuten, um den die Realisierungen der Zufallsgröße schwanken. 

Die Mittelwerte der Zufallsgröße g(X) — (X — m 1 ) i heißen zentrale Mo¬ 
mente der Ordnung k, und man schreibt 

y k :== E{(X — mf*} . (2.1.14) 

Das zentrale Moment heißt Varianz, und es wird häufig mit D 2 X bezeichnet. 
Es kennzeichnet die Schwankungsbreite der Realisierungen der Zufallsgröße. 
Analog dem eindimensionalen Fall heißt 

-foo -fco 

E{gf(X, F)} := / / f(x, y) g{x, y) dy da; (2.1.16) 

—oo —OO 

Mittelwert der Zufallsgröße g(X, Y). Die Mittelwerte der Zufallsgrößen g(X, F) 
= X'F" nennt man Momente der Ordnung i f » des zufälligen Vektors [X, F] T 
und schreibt 


•»„:= E(X'F-). 


(2.1.16) 
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Analog nennt man die Mittelwerte der Funktionen 
g(X, Y) := (X - m 10 )‘ (F - m M )" 

zentrale Momente der Ordnung l -f- n des Zufallsvektors [X, F] T und schreibt: 

Pin'-— E{(X — m w y (Y — m M )°}. (2.1.17) 

Das zentrale Moment u xl nennt man gewöhnlich Kovarianz und schreibt dafür 
cov (X, Y). Die Korrelation o zwischen X und Y erhält man durch Nor¬ 
mierung der Kovarianz: 


_ cov (X, Y) 
]/D2XVD2F’ 


-i ^ e ^ +i. 


(2.1.18) 


Die Korrelation ist ein Maß für den linearen Zusammenhang von X und Y. 
Es sei 

Y x = X t - aX s , Y 2 = X 2 - &X 3 , EX,- = 0; i = 1,2, 3, (2.1.19) 
wobei die Koeffizienten a, b so bestimmt seien, daß 

E(X t — aX 3 ) 2 = min, E(X 2 — &X 3 ) 2 = min (2.1.20) 

gilt. Der Ausdruck 

E(Xi r t ) 

@ 12.3 •— / ■ .- • ( 2 . 1 . 21 ) 

V(E(Fi 2 ) E(F 2 2 )} 

heißt partieller Korrelationskoeffizient der Zufallsgrößen Xj, X 2 bezüglich der 
Zufallsgröße X 3 . Es ist ein Maß für die Korrelation der Zufallsgrößen X 2 und 
X 2 nach Elimination des Einflusses von X 3 auf beide. Bezeichnet man mit 
(?i 2 > £?i 3 bzw. q 23 die gewöhnlichen Korrelationskoeffizienten der Paare (X,, X 2 ), 
(X„X 3 ) bzw. (X 2 , X 3 ), so gilt: 


— ÖI2 ~ (?13g23 

V ((1 0I3) (i ~ ^13)} 

2.1.3. Einige Wahrscheinlichkeitsverteilungen 


( 2 . 1 . 22 ) 


Bisher wurde nur ganz allgemein von Verteilungen gesprochen; nun sollen 
einige wichtige Verteilungen konkret angegeben werden. Die sicherlich be¬ 
deutungsvollste Verteilung ist die Normalverteilung. Wir sagen, daß die Zu¬ 
fallsgröße X normalvertoilt ist, wenn ihre Dichte durch 


_ (s-ro)» 

,, \ 1 2o * 
m ~7m° 


a > 0, — 00 < x < + 00 ,. 


(2.1.23) 


gegeben ist. Die beiden Konstanten m und a lassen sich leicht deuten: 

m = EX, <r 2 = D 2 X. (2.1.24) 
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Für eine normalverteilte Zufallsgröße X mit Erwartungswert m und Varianz 
er 2 schreibt man abkürzend X € N(m, ff 2 ). Wir sagen, daß der Zufallsvektor 
[X, Ff eine zweidimensionale Normalverteilung hat, wenn seine Dichte durch 


(y - m a ) 2 ]1 

Jf’ 

(2.1.25)' 

Ui > 0, — co < * < + 00 , <r 2 > 0, — 00 < y < -f co, 

gegeben ist. Die Konstanten a u <r 2 , m 1} m 2> g haben folgende Bedeutung: 

m x = EX, m 2 = EF, of == D 2 X, cr 2 2 = D 2 F, (2.1.26) 

und q ist der Korrelationskoeffizient der beiden Zufallagrößen X und F: 

Wir führen jetzt noch drei Verteilungen an, die sich später für statistische 
Untersuchungen als sehr wesentlich erweisen werden. Eine Zufallsgröße X 
heißt x 2 -verteilt mit n Freiheitsgraden, wenn sie folgende Dichte / hat: 

/(*) = 2 " /2 W-f) e~ x l 2 x”l 2 ~ l H(x ), — 00 < a: <+ 00 . (2.1.27) 

H ist die Einheitssprungfunktion nach (2.5.10); — Von besonderem Interesse 
igt der folgende Satz: 

Satz 2.1: Ns seien F ; 6 W(0, a 2 ), i — 1,..., n, unabhängige., identisch normal¬ 
verteilte Zufallsgrößen. Dann ist 

S 2 

T = (n - 1) — (2.1.28) 

mit S 2 — ——- £ (F; — F) 2 und Y ~ — 2 .7 F» % 2 -verteilt mit n — 1 
n — 1 i=i n ,=i 

Freiheitsgraden. 

■. Eine Zufallsgröße X heißt t-verteilt mit n Freiheitsgraden, wenn sie die Dichte 
„ jn + 1\ 

1 I— 2 —) / : ” +1 

/(*)==— Yn\ — ( 1 + ^r) > — 00 < a; < + 00 , (2.1.29) 

r \2f^ n 

besitzt. Wichtig ist für die statistische Anwendung dieser Verteilung der 
folgende Satz: 


/(*> y) = 


2na x a 2 ]/{l — < 

L 


2(1 - q 2 ) 

- m.\) (y -- rn 2 ) 


Satz 2.2: Sind F und Z unabhängige Zufallsgrößen, von denen Y eine N( 0,1)- 
VerteÄlung besitzt und Z y?-verteüt mit n Freiheitsgraden ist, so hat 



eine t-Verteilung mit n Freiheitsgraden. 


(2.1.30) 
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Für jede dieser Verteilungen lassen sich Quantile x ß der Ordnung ß definieren. 
Das Quantil x ß der Verteilungsfunktion F ist diejenige reelle Zahl, für die 

*(*p) = ß (2.1.33) 

gilt. Insbesondere bezeichnet man 

mit x*. n das Quantil der ^-Verteilung mit n Freiheitsgraden, 

mit tß. % das Quantil der f-Verteilung mit n Freiheitsgraden, 

mit Fß. m: „ das Quantil der F-Verteilung mit (m, n) Freiheitsgraden 

jeweils der Ordnung ß. 


Beispiel 2.1: Normalverteilte Befraktionakoeffizienten. 

Aus wiederholten Höhenwinkelmessungen am Bande des ostantarktischen Inlandeises 
wurden vertikale Refraktionskoeffizienten k {= Integralmittelwerte entlang der Ziel¬ 
strahlen) als Maß der vertikalen Lichtstrahlkrümmung, in Einheiten der mittleren 
Erdkrümmung, berechnet (vgl. Beispiel 3.8, S. 83). Im allgemeinen sind die k nicht 
normalverteilt, sondern reichen, je nach Stärke der Temperaturinversionen, weit in den 
positiven Bereich. Normalverteilte k beobachtet man lediglich über temperierten (bzw. 
fast temperierten) Schnee- und Eisoberflächen, wenn die zugeführte Energie als Schmelz¬ 
wärme Verbraucht wird. 

Aus dem Beobachtungsmaterial wird eine zweidimensionale Stichprobe k 2j ], 
j — 1, 2,..., 162, für Luft- und Eistemperaturen zwischen 0 und —4°C herausgegriffen: 
k jy quer, Jb 2; - parallel zur vorherrschenden Windrichtung, Ihre relativen Häufigkeiten 
sind, summiert von Klasse zu Klasse, in Abb. 2.1 als sog. Summenhäufigkeiten über k 
aufgetragen. Die Ordinate ist nach der Verteilungsfunktion der Normalverteilung ge¬ 
teilt, so daß die Summenhäufigkeiten einer Stichprobe aus N(m, o 2 ) auf einer Geraden 
liegen mit m bei 50%, m ~ a bei 15,85% und m + a bei 84,16%. Der Anstieg der 
Geraden ist ein Maß für die Standardabweichung (hier «s d„). Den Korrelations¬ 
koeffizienten q, welcher die eindimensionalen Proben {k 1 j\. [k 2 ß zur zweidimensionalen 
Probe {h|y, Jt 8) [ verbindet, schätzt man nach (2.2.44). 

Die geschätzten Parameter der zweidimensionalen Normalverteilung f(k v k 2 ) des 
zufälligen Vektors k = [h x , k 2 \ J nach (2.1.25) sind (vgl. Abb. 2.1) 


jAl = ro.iösl <V = 10 _ 2 ro,498 0,313' 

kJ L°’ 172 J ’ UiAe [o,313 0,501 


ss 0,50 • 10“ 2 



0,63' 

1 


Schlußfolgerungen: Geringe Unterschiede zwischen m-j und können wegen ungleicher 
Zielstrahlhöhe über Grund auftreten (Einfluß der Versuchsanordnung). Der Korre- 
lationskooffizient q s» 0,63 ist eher unter- als überschätzt (Einfluß der Meßfehler). Im 
turbulenten Kaltluftabfluß sind die statistischen Eigenschaften von k unter den o. a. 
Bedingungen richtungsunabhangig. 


2.2. Statistik 

Die mathematische Statistik, fußend auf der Wahrscheinlichkeitstheorie, 
stellt nicht nur Schätz- und Prüfverfahren bereit, sondern benennt zugleich 
die Voraussetzungen, unter denen diese Verfahren anwendbar sind. Der Blick 
auf die Voraussetzungen ist erforderlich, um statistische Scheinbeweise aus- 
zuschließen. 
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2.2.1. Stichproben und Stichprobenfunktionen 

Ein Grundbegriff der mathematischen Statistik ist die Stichprobe. Als (kon¬ 
krete) Stichprobe vom Umfang n bezeichnet man ein n-Tupel reeller Zahlen, 
das als Ergebnis einer -»-maligen unabhängigen Wiederholung eines Versuchs 
oder einer Beobachtung entsteht. Mit dem Begriff der konkreten Stichprobe 
verbindet sich stets die Vorstellung, daß 

(a) diese Stichprobe eine Auswahl endlich vieler Elemente aus einer i. allg. 
unendlichen Menge darstellt und 

(b) die Auswahl der einzelnen Elemente zufällig und voneinander unabhängig 
erfolgt. 

Die Menge, aus der ausgewählt wird, heißt Grundgesamtheit, und als mathe¬ 
matisches Modell für eine Stichprobe kann folglich ein «.-Tupel (V,, ..., Y„) 
unabhängiger, identisch verteilter Zufallsgrößen gewählt werden. Dieser 
Zufallsvektor heißt auch mathematische Stichprobe, und dessen Komponenten 
Y iy i = 1, ...,n, heißen Stichprobenvariable. Eine konkrete Stichprobe ist 
damit eine Realisierung einer mathematischen Stichprobe. 

Als Wahrscheinlichkeitsverteilung der Grundgesamtheit bezeichnet man dann 
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Stichprobenvariablen. Unter einer 
Stichprobenfunktion versteht man eine Zufallsgröße, die eine Funktion der 
Stichprobenvariablen ist. 

2.2.2. Punktschätzungen, Konfidenzintervalle und Signifikanztests 

Es sei ( Y,, ..., Y n ) eine mathematische Stichprobe aus einer Grundgesamtheit, 
die eine Verteilung mit rn unbekannten Parametern 0„ i = 1,2, ..., m, be¬ 
sitzt. Als Punktschätzungen der 0j bezeichnet man Stichprobenfunktionen 
= &i(Yi, ■Y„), deren Eigenschaften eine „gute“ Approximation der 
Parameter 0{ erwarten lassen. Solche Eigenschaften, an denen sich die Güte 
einer Punktschätzung messen läßt, sind z. B. Erwartungstreue und Effek¬ 
tivität. 

Eine Punktschätzung 0 für einen Parameter 0 heißt erwartungstreu, wenn 

E<$ = 0 (2.2.1) 

gilt. Statt erwartungstreu sagt man auch unverzerrt oder biasfrei. Eine er¬ 
wartungstreue Punktschätzung heißt effektiv bezüglich einer Klasse K 
erwartungstreuer Punktschätzungen $, wenn 

D 2 $ 0 ^ D"0, 0 e K (2.2.2) 

gilt. Die Realisierungen einer erwartungstreuen, effektiven Punktschätzung 
liegen also „so dicht wie nur möglich“ um den tatsächlichen Wert des zu 
schätzenden Parameters. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der beobachtete 
Wert der Punktschätzung nahe am wirklichen Wert des Parameters liegt, ist 
daher i. allg. groß. 
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Unter einem Konfidenzintervall für den Parameter 0 zum Konfidenzniveau 
1 — « versteht man ein Intervall, dessen Endpunkte Stichprobenfunktionen 
L(Y k ,..., Y n ) und U(Y lt ..., Y n ) sind und das 0 mit Wahrscheinlichkeit 
1 — x überdeckt: 

P(C/(Yi, ge g U(Y U .:., F„)) =1 — oc. (2.2.3) 

Schließlich versteht man unter einem Signifikanztest ein statistisches Prüf¬ 
verfahren, um anhand einer konkreten Stichprobe zu entscheiden, ob eine 
gewisse Hypothese über die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Grundgesamt¬ 
heit durch die Stichprobe bestätigt wird. Gelangt man dabei zu einer Ab¬ 
lehnung der Hypothese, so besteht zwischen der tatsächlichen und der hypo¬ 
thetischen Verteilung mit Wahrscheinlichkeit 1 — oc ein Unterschied. 

2.2.3. Das lineare Modell der Statistik 

Zahlreiche Fragestellungen der mathematischen Statistik lassen sich durch 
lineare Modelle beschreiben. Unter einem allgemeinen linearen Modell der 
mathematischen Statistik versteht man ein System von n Zufallsgrößen Y ; , 
i = 1,..., n, der Form 

— x llßl + # 12^2 + ■" + x lmßm + 8 1 > 

Y 2 — %nßi -|- x 22 ß 2 + ••• -j~ x 2m ß m -f- « 2 , (2.2.4) 

Y n — x n ißi x n2 ß 2 -f- *' • -j~ x nm ß m -f- e n , 

wobei die c; Zufallsgrößen mit Efij = 0 und cov («<, eß = i, j = 1, .n 
und x k i, k — 1 , ...,n,l — 1, ..., m, bekannte reelle Zahlen sind. 

Das Ziel besteht darin, Punktschätzungen und Konfidenzintervalle für die 
unbekannten Parameter ß,, i — 1 , .... rn, und <r 2 zu finden bzw. Hypothesen 
über diese Parameter zu testen. Die Form des linearen Modells legt die Ver¬ 
wendung des Matrizenkalküls nahe. Vermittels der Bezeichnungen 



geht (2.2.4) in 

Y = Xß + s, Ee = 0, E{ss T } = u a J (2.2.6) 

über. Im folgenden geben wir einfache Beispiele für lineare Modelle an: Es sei 
(Yi,..., y„) eine mathematische Stichprobe vom Umfang n aus einer Grund¬ 
gesamtheit mit dem Erwartungswert p, und der Varianz <r 2 . Der Vektor F 
und der Vektor c = F — «1 mit 1 = [!,..., 1] T bilden dann ein lineares 
Modell der Form 

F = /il + 15. 


(2.2.7) 
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Damit lassen sich Punktschätzungen, Konfidenzintervalle und Signifikanz¬ 
tests bezüglich Mittelwert und Varianz einer Grundgesamtheit dem allge¬ 
meinen linearen Modell unterordnen. Ferner seien (V,,.. X n ) und (Z t ,..., Z m ) 
unabhängige Stichproben aus zwei Grundgesamtheiten, welche die Erwartungs¬ 
werte fi x bzw. Hz und gleiche Varianz er 2 haben. Setzt man 


Y=[X u ...,X n , Z u ...,Z m Y, 

e = [*I — ftr» Xn — hx> — HzY> 


ß = I ßx,f*z] J , 


X = 


ro.o l. 

i.1 o. 


( 2 . 2 . 8 ) 


mit der Matrix C 1 1 2 auf das allgemeine lineare Modell zurückführen. Aus 

C-i^r = C-H*Xß + C-^e (2.2.12) 

erhält man mit den Beziehungen 

Z = C-^Y, S = C-^X, n = C-^e (2.2.13) 

das Modell 

Z = Sß + ri, (2.2.14) 

für welches nun wieder 


so bilden die beiden Stichproben das lineare Modell Y — Xß + s. Damit 
läßt sich auch der Vergleich der Erwartungsw'erte zweier Grundgesamtheiten 
dem allgemeinen linearen Modell unterordnen. Der wohl wichtigste Anwen¬ 
dungsfall des allgemeinen linearen Modells ist jedoch die Ausgleichungsrech- 
nung. 

Es seien ß it i = 1,..., m, unbekannte Größen, die sich nicht direkt beob¬ 
achten lassen, aber mit beobachtbaren Größen Y i = 1, n > m, in 
folgendem linearem Zusammenhang stehen: 

Y=^Xß + e, (2.2.9) 

wobei 6 ein Zufallsvektor ist, der sich als Vektor der Beobachtungsfehler 
interpretieren läßt. Damit ist das vermittelnde, unkorrelierte Ausgleichungs¬ 
modell ein Sonderfall des allgemeinen linearen Modells. Dies wird deutlicher, 
wenn wir die in der Ausgleichungsreohnung üblichen Bezeichnungen ver¬ 
wenden. Setzt man l — V, v = e, x = ß und A = — X, so lautet (2.2.9) 

v = Ax - I, (2.2.10) 

was gerade die Beobachtungsgleichungen (Verbesserungsgleichungen) der 
unkorrelierten vermittelnden Ausgleichung sind. Schließlich läßt sich auch die 
korrelierte vermittelnde Ausgleichung auf die unkorrelierte vermittelnde Aus¬ 
gleichung und damit auf das allgemeine lineare Modell zurückführen. Bei der 
korrelierten Ausgleichung gilt 

E{ssT} = C statt E{ee T } = u 2 J, (2.2.11) 

wobei C die positiv definite Kovarianzmatrix der Beobachtungsfehler ist. 
Ist C eine Diagonalmatrix, so sind zwar die Beobachtungsfehler voneinander 
unabhängig, aber von unterschiedlicher Größe. Man spricht in diesem Falle 
von vermittelnder Ausgleichung unabhängiger Beobachtungen mit unter¬ 
schiedlichen Gewichten. Beide Situationen lassen sich durch Multiplikation 
der Beobachtungsgleichungen 

Y = Xß + s 


Eij = EC-^s = C- 1 ' 2 Es = 0, (2.2.15) 

E(*jt]T} = EC-O^tc-i / 2 = C-b^EfssT} C-i/z = = I 

gilt.' 

Um eine vermittelnde Ausgleichung korrelierter Beobachtungen auf das all¬ 
gemeine lineare Modell der Statistik zurückführen zu können, benötigt man 
A -prior i-Informationen über die Kovarianzmatrix der Beobachtungsfehler. 
Die Frage nach Methoden, mit denen solche Informationen gesammelt werden 
können, führt aus dem Gebiet der elementaren Statistik heraus in die Theorie 
der Zufallsprozesse (Abschnitte 3. ff.). 

2.2.4. Die Methode der kleinsten Quadrate (MKQ) 

Wir haben gesehen, daß sich viele Fragestellungen der elementaren Statistik 
auf die Schätzung und den Test von Parametern des allgemeinen linearen 
Modells zurückführen lassen. Das dem linearen Modell angepaßte Schätz¬ 
prinzip ist die im wesentlichen auf C. F. Gatjss (1794, 1809, 1821) zurück¬ 
gehende Methode der kleinsten Quadrate. 

Ein Vektor ß = ß{Y) heißt Punktschätzung von ß nach der Methode der 
kleinsten Quadrate (kurz: MKQ-Schätzung), wenn 

min |F - Xh\ 3 = | Y- V/?| 2 (2.2.16) 

btlR” 

gilt. Die MKQ-Schätzungen stehen mit den Lösungen ß° der Normalglei¬ 
chungen 

X^Xß° = XW (2.2.17) 

in folgendem Zusammenhang: Die Lösungsmenge der Normalgleichungen 
stimmt mit der Menge der MKQ-Schätzungen überein. 

Wir wollen uns von nun an auf den Fall beschränken, daß X von vollem 
Rang ist; dann gilt zusätzlich: Die MKQ-Schätzung ß ist eindeutig bestimmt 
durch 


ß = (.XTX) -1 X T Y. 


(2.2.18) 
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Sie ist ferner erwartungstreu, d. h., Ep = ß, und effektiv bezüglich der Klasse 
der linearen Schätzungen. Schließlich gilt 


e<[£ - mp - m = tfW*)- 1 . 


(2.2.19) 


Bisher haben wir erwartungstreue Punktschätzungen für die Parameter ßi, 
i — 1,.. m, angegeben. Es fehlen noch Punktschätzungen für er 2 . Diese lassen 
sich aus einer MKQ-Schätzung ß gewinnen: Ist ß die MKQ-Schätzung von ß, 
so ist 

0 2 = ILH^Ü n > m> (2.2.20) 

n — m 

eine erwartungstreue Punktschätzung für er 2 . Für die Konstruktion von Punkt¬ 
schätzungen sind wir ohne jegliche Voraussetzungen an den Typ der Ver¬ 
teilung der ei, i = 1,..., n, ausgekommen. Wollen wir jedoch Konfidenz¬ 
intervalle angeben bzw. Hypothesen testen, so müssen wir e { € N (0, <r 2 ), 
i = 1, ..., n, voraussetzen. Ist nun 

y> := e T P (2.2.21) 

eine Funktion der unbekannten Parameter, so gilt 

Satz 2.4: Es gelte sj e N{0, o 2 ), i 1,..., n, und es sei ß die MKQ -Schätzung 
von ß. Dann ist tp : = c T p normalverteilt mit Ety = tp und D 2 y> = a 2 c J (X T X)'~ 1 c. 
Die Zufallsgröße 

* 2 \Y-Xß\ 2 

— = --s- 


ist yß-verteilt mit n — m Freiheitsgraden. Die MKQ -Schätzungen <p und d 2 sind 


Mit Hilfe von Satz 2.2 folgert man hieraus 
Satz 2.5: Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.2 besitzt die Zufallsgröße 

rp ^ <ßf> - f)jn-m 

VjeT^LY)- 1 c} |Y - X$\ 

eine t-Verteilung mit n — rn Freiheitsgraden. 

Es sei nun = Jy>,, ..., ein Vektor von q linearen Funktionen der 
unbekannten Parameter ß { , i = 1,..., m: 


c=\°"-y. 

• • * L 'mq_ 


( 2 . 2 . 22 ) 
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Aus Satz 2.3 und Satz 2.4 folgt dann 

Satz 2.6: Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4 besitzt die Zufallsgröße 
p n - m (tft ~ W {C^X)^ €) * (t|> - 
9 \V- Xß\ 

eine F-Verteilung mit (q, n — m) Freiheitsgraden. ■ 

Die in Abschnitt 2.2.4. bereitgestellten Ergebnisse sollen nun auf spezielle 
lineare Modelle angewandt werden. 

Beispiel 2.2: Punktschätzung, Konfidenzintervalle und Signifikanztests bezüglich Mittel¬ 
wert und Varianz einer Grundgesamtheit. 

Wir betrachten eine Stichprobe Y = [P,,..., l' n ] T aus einer N(p, <j 2 )-verteilten Grund- 
gesamtheit. Das angesetzte lineare Modell lautet: 

F IjM -j- (F — 1 / j ), 

d. h., wir haben im Vergleich mit (2.2.6) X = 1, ß — p und s = Y — lp gesetzt. Eine 
MKQ-Schätzung fi für p erhält man entsprechend (2.2.17) als Lösung der Normal¬ 
gleichung 

np=EYi- (2.2.23) 

1=1 

Die Lösung dieser trivialen Normalgleichung 

1 » 

p = — E Yi (2.2.24) 

n i=l 

ist eine erwartungstreue, effektive Punktschätzung für p. Mit Hilfe von (2.2.20) läßt 
sich eine erwartungstreue Punktsohätzung d 2 für a l folgendermaßen gewinnen: 

<* 2 =—^-7 £ (Yi-ßy. (2.2.25) 

n 1 i=l 

Setzt man y> — ß = p, so erkennt man aus Satz 2.2, daß die Zufallsgröße 



f-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden ist. Folglich ist 

H-P- X W’ ^ 

ein Konfidenzintervall für p zum Signifikanzniveau 1 — «. Aus Satz 2.1 weiß man, daß 
(n — 1) a 2 ja 2 eine ^-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden besitzt. 

Damit ist 




(2.2.27) 
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ein Konfidenzintervall für u 2 zum Konfidenzniveau 1 — et. Schließlich läßt sich die 
Hypothese H 0 :/t = p 0 mit Hilfe der Testgröße 



(2.2.28) 


testen. Die Hypothese wird abgelehnt, wenn für eine Realisierung t von T die Unglei¬ 
chung 

l t l> ( 1 _i. n _ 1 (2-2.29) 

2 ’ 

besteht. 


Beispiel 2.3: Vermittelnde Ausgleichung unabhängiger Beobachtungen unterschiedlicher 
Genauigkeit. 

Vorgelegt seien die Beobachtungsgleichungen 

v=Ax — I. (2.2.30) 

Vergleicht man diese mit der im linearen Modell (2.2.6) benutzten Symbolik, so be¬ 
stehen die Beziehungen F = —I, ß = x, e = v. Da in den Beobachtungen keine sy¬ 
stematischen Fehler enthalten sein sollen, gilt Es = Ev — 0. Da die Beobachtungen 
unabhängig sind, ist die Kovarianzmatrix C E{es T } der Beobachtungsfehler eine 
Diagonalmatrix. In der Hauptdiagonale stehen aber, wegen der unterschiedlichen 
Genauigkeit der Beobachtungen, unterschiedliche Werte. Im allgemeinen ist deren Größe 
unbekannt. Bekannt ist meist nur das Verhältnis je zweier Elemente: 

~ l IPi 0 

C = E{«e T } = or,* . (2.2.31) 

_0 1/P«. 

Hierbei sind die p,, i = 1,..., n, bekannt. Sie werden in der Ausgleichungsrechnung 
Gewichte genannt. Dahingegen ist der in der Ausgleiohungsrechnung meist mit m 0 
bezeichnete und als mittlerer Gewichtseinheitsfehler benannte Parameter <r 0 unbekannt. 
Um (2.2.30), (2.2.31) auf die Normalform des linearon Modells zurückzuführen, werden 
die Beobachtungsgleichungen (2.2.30) mit 



(2.2.32) 


multipliziort. Die Beziehungen (2.2.30), (2.2.31) gehen dann in das lineare Modell 


Z — Sß + n> = 0, E{j in 1 ) = ff„ 2 / (2.2.33) 

mit 

z =\fpih> S = C~ 1 l t A, n = \ipiV v ...,ip n r„] T (2.2.34) 

über. Die MKQ-Bedingung lautet hierfür 

n 

min |Z — Sb | 2 = min |>^(b)j a = min y P;»i 2 (b) 
belR" belR” &€]R" i-l 

=: min [p v tr], (Schreibweise nach Gauss) (2.2.35) 
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Dies ist die aus der Ausgleichungsreohnung geläufige Formulierung der Minimalbe- 
dingung. Die MKQ-Schätzung ß löst dann die Normalgleichungon 


StSß = S T Z. 


(2.2.36) 


Schreibt man (2.2.36) auf die alten Bezeichnungen um, so ergibt sich mit P := diag (p. 


A J PAx = A7PI. 


Die Matrix 


Q.= (AtPA)- 1 = (STS)-i 


(2.2.37) 


(2.2.38) 


heißt in der Ausgleichungsrechnung Gewichtskoeffizientenmatrix, und sie drückt die 
Kovarianz der Schätzung X für den Unbekanntenvektor x aus: 


- m] [<fc - *]T) = a *Q 
Gemäß (2.2.20) ist 

,„_|.Z-S0| 2 |q| 2 | 


n — m n — m 


(2.2.39) 


(2.2.40) 


eine erwartungstreue Schätzung für das Quadrat des mittleren Gewichteeinheitsfehlers 
m 0 . Es seien nun ohne Beschränkung der Allgemeinheit (o. B. d. A) die ersten beiden 
Komponenten des Unbekanntenvektors ß = x die kartesischen Koordinaten eines 
Punktes in der Ebene: ß t = x x — x, /?, = *, = y. Mit 


C ,T ri 00 - 0 l 
Lo i 0...0J 


Durch die Gleichung 


F : = 4- P X Y (C'TQC')- 1 P “ *1 = 
<*o IP — yj [p- y\ 


(2.2.41) 


(2.2.42) 


(2.2.43) 


wird eine Ellipse um (t-, p), die sogenannte Fehlerellipse, beschrieben. Nach Satz 2.3 
genügt F/2 einer F-Verteilung mit (2, n — m) Freiheitsgraden. Demnach überdeckt 
die Fehlerellipse die wahre Lage des Punktes (x, y) mit einer Wahrscheinlichkeit 
1/2 

P = J f(x ) da:, mit / gemäß (2.1.31). 
o 

2.2.5. Korrelationsanalyse \ - ; 

Während im allgemeinen linearen Modell der Statistik einseitige Abhängig¬ 
keiten, d. h. Ursache-Wirkungs-Beziehungen, untersucht werden, beinhaltet 
die Korrelationsanalyse Methoden, die zweiseitige Abhängigkeiten meßbarer 

3 Meier/Keller 


I 
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Merkmale aufspüren. Mathematisch können diese Abhängigkeiten durch 
Korrelationskoeffizienten ausgedrückt werden. 

Zur Ermittlung einer Punktschätzung für den Korrelationskoeffizienten q 
zweier Zufallgrößen X, Y vollzieht man eine Stichprobe X lf ..., X„ und 
Yi .. r„. Dann ist 


y(x i -x)(Y i -?) 




(2.2.44) 


X ) 2 EiYi- Y ) 2 

►—1 


in _ 1 " 

X — — E X it Y =_ E Yi 

« i=1 ” n ,-=! 


(2.2.45) 


eine Punktschätzung für q. Genügt der Vektor [X, F] T einer zweidimensiona¬ 
len Normal Verteilung mit den Erwartungswerten m,, m 2 , den Standard¬ 
abweichungen ff 1 , o 2 und dem Korrelationskoeffizienten o = 0, dann besitzt 
die Zufallsgröße 

m i tZ ö ^ /9 9. 


T = in - 2 


yi - ? 


(2.2.46) 


eine (-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden. Mit Hilfe dieser Aussage lassen 
sich Signifikanztests bezüglich der Hypothese H 0 : q = 0 konstruieren. Für 
q =)= 0 benutzt man die von Fisher (1921) entdeckte Tatsache, daß die so¬ 
genannte Fishersche Z-Trctnsformierte 


7- il„l±i 

z 2 1 i - e 

asymptotisch normalverteilt mit 

rr* 1 i_ 1 + P , P 

EZ = — m --h —-Tr, 

2 1 — q 2 (n — 1) 


D 2 Z = 


n — 3 


(2.2.47) 


(2.2.48) 


ist. Erfreulich ist dabei, daß bereits für Stichproben von geringem Umfang 
die Übereinstimmung mit der Normalverteilung gut ist. Benutzt man diese 
Verteilungsaussage, so erhält man mit 

M 2 -## unh ( z+ w^) <22 - 49) 

ein Konfidenzintervall für o zum Signifikanzniveau 1 — », Hierbei ist 
das Quantil der Ordnung 1 — — der Normal Verteilung. 


2.3. Höhere Funktionen 


2.3. Höhere Funktionen 

Viele wichtige geophysikalische Phänomene lassen sich durch partielle Diffe¬ 
rentialgleichungen beschreiben. Betrachtet man sie in einfach gestalteten Ge¬ 
bieten, wie z. B. in einer Kugel oder einem Zylinder, so ist die Lösung der 
Differentialgleichung in vielen Fällen angebbar. In der Reihendarstellung diese| 
Lösung treten dann Höhere Funktionen auf, die entsprechend Kugel- bzw! 
Zylinderfunktionen genannt werden. Ein weiterer Umstand, der auf diese 
Höheren Funktionen führt, sind Kugel- oder Zylindefsymmetrien in geo¬ 
physikalischen Feldern. Liegen solche Symmetrien vor, $o kann bei Integral¬ 
transformationen, nach Einführung entsprechender Koordinaten, über eine 
Variable integriert werden. Der verbleibende Kern der IntegraltranBformatiop 
enthält dann die genannten Höheren Funktionen. Die für uns wichtigen Höhe¬ 
ren Funktionen sind die bereits erwähnten Kugel- und Zylinderfunktionen, 
letztere auch BESSEL-Funktionen genannt. Ihre wesentlichen Eigenschaften 
sollen hier zitiert werden. 

2.3.1. Legendresche Polynome 

Die Legendreichen Polynome erster Art P„ und zweiter Art Q n vom Grade n 
sind spezielle Lösungen der Legendreschen Differentialgleichung 


(1 ~ ^ 15 ~ 2x + w = °- 


(2.3.1) 


Jede Lösung w dieser Differentialgleichung ist dann eine Linearkombination 
von P„ und Q„ : 

«> = Ci P„+c 2 Q n . (2.3.2) 

Die P n lassen sich rekursiv nach folgender Vorschrift berechnen: 

-Po(z) = 1, P x {x)=x, 

{n + 1) P n+1 (x) = (2 n + 1) xP n {x) - nP n ^(x ), n = 1, 2,... (2.3.3) 

Legen DUEscht; Polynome lassen sich auch gewinnen, indem man die Funktion 
(1 — 2zr -\- r 2 ) 1 ^ 2 nach Potenzen von r entwickelt: 


(1 —2 zr + r 2 )-!/ 2 = 


E F n (z) r" für r < 1 
»=o 

Jn für r>l. 


(2.3.4) 


Die Funktionen 


P„<">(*) := (1 - x*)” 1 * ~ P n (x) 


(2.3.5) 


3 * 
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werden zugeordnete Legendresche Funktionen genannt. Sie lassen sich rekursiv 
aus den P„ berechnen: 

P„l™+ 1, (as). = (x- - - m) xP n ^ m \x) - (n + m) P<Ä(a:)} , (2.3.6) 

P^\{x) = Pi”L\(x) + (2n + 1) ~ l) m Pn (m l) (z) ■ (2-3.7) 

Häufig werden auch die vollständig normierten Legendreschen Funktionen 
benutzt. Sie sind folgendermaßen definiert: 


p im){x) = i /2(2u + 1) (»- **)1 p{m){ 

" ( ) f(^ + m)! (1 + d 0m ) " U- 


(2.3.8) 


Die vollständig normierten LnöENDBESchen Funktionen besitzen folgende 
Eigenschaft: 

Gegeben seien zwei Punkte auf der Einheitskugel mit den Koordinaten 
(&, A) bzw. (&', X'). Ferner sei y> mit 

cos y = cos & cos &' -f- sin & sin &' cos (A — X') (2.3.9) 

der sphärische Abstand dieser beiden Punkte. Dann gilt 

■ P„(cosy) = 2 - Z P Ä (|n ‘l)(oos#)P„ ( l m l ) (cos^')e , ' m(;i_ ' A ' > - (2.3.10) 

2?l -f- 1 m-^—H 

22.2, Kugelfunktionen 

Die LEGBNDBEsoheu Funktionen sind für uns weniger an sich interessant als 
vielmehr ihre Beziehungen zu der wichtigen Klasse der Kugelfunktionen. 
Eine Kugelfunktion K„ vom Grad n ist ein harmonisches Polynom, welches 
homogen vom Grad n ist: 

AK n = 0, K n = r VV«'- (2-3.ll) 

Man kann zeigen, daß genau 2n -f- 1 linear unabhängige Kugelfunktionen 
K nm ; m = —n, ..., existieren. Um diese zu finden, führt man Kugel¬ 
koordinaten ein: 

x — r sin # cos A, y — r sin & sin A, z — r cos •&; 


dann ist 


K nm (r, #, X) = ~ Y nm {&, X) bzw. K nm {r,d, X) = r”Y nm {&, X) 


(2.3.12) 


| P„ (m) (cos #) cos ml für m = Ö, ...,n (2 313) 

’ ^ { P,/«)(cos •&) sin \m\X für m~— n, 1 


2 3. Höhere Funktionen 
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eine Darstellung von 2?i -}• 1 linear unabhängigen Kugelfunktionen vom 
Grad —n bzw, vom Grad m; n = 1, 2,... Die Funktionen 

y n (t?,A)= £ « flm p„ m (t?,A) 

. « 


heißen Laplacesche KugelflächenFunktionen vom Grad n. Es besteht folgende 
Orthogonalitätsbeziehnng: 


n 2j» 

i J 7 


F S is sin -d dA d# = <L 5 <L,m. 


(2.3.14) 


Jede Funktion /, die auf der Kugeloberfläche quadratisch integrierbar ist, 
läßt sich als Reihe von Kugelflächenfunktionen darstellen: 


■mb) = E r a« m Y n ,Jd, A); 

n=0 m=—» 




A) F nm (i?, A) sin J <IA d#, 


(2.3.15) 


wobei Konvergenz der Reihe im quadratischen Mittel erfolgt. Jede außerhalb 
einer Kugel vom Radius R harmonische und im Unendlichen reguläre Funktion 
u läßt sich als Reihe von Kugelfunktionen darstellen: 


» / J} \) 

t) 


n+1 n 

I 2J a iim Ynmföi > 

«*=—n 


(2.3.16) 


wobei die Konvergenz außerhalb jeder Kugel mit einem Radius R' > R ab¬ 
solut und gleichmäßig erfolgt. 

Die Eigenschaft (2.3.16) begründet die Bedeutung der Kugelfunktionen für 
geophysikalische Untersuchungen. Gewisse geophysikalische Felder sind 
außerhalb der Erdkugel harmonisch und lassen sich deshalb durch Kugel¬ 
funktionen darstellen. 

Beispiel 2.4: Kugelfunktionsentwicklung des Gravitationspotentials der Erde. 

Wir betrachten die Erde als starren, kugelförmigen Körper mit inhomogener Massen- 
Verteilung. Der Radius der Erdkugel sei R, und die Dichte der Masseverteilung sei g. An 
einem Punkt x außerhalb der Erde ist dann das Gravitationspotential V(x) gegeben 
durch 

V(x) — k f k ... Gravitationskonstante. (2.3.17) 

J I* — yt 

l»iSB 








38 


2. Mathematisch« Grundlagen 


Natürlich ist es naheliegend, Kugelkoordinaten einzuführen. Es seien (r, &, X) die Kugel¬ 
koordinaten des Punktes x und entsprechend (/, fr, X') die Kugelkoordinaten des 
Punktes y. Bezeichnet man ferner mit y den Winkel 2t (X, 0, y), bo geht (2.3.17) 
über in 

K « 2n 

V(r,frX)=kf f f eir '’ ;/) r ' 2 , 8in ^ d/.' dfl' dr'. 

J J J O* + (O — 2rr' cos v>] 1 / 4 


Benutzt man nun die Beziehung (2«3.4) und integriert gliedweise, so entsteht 


n n 27 t 

V(r,frX) = ^ v j J j |-lL| p n (cos v>) e(r', fr, /.') r' 2 sin 0' <U' d0' dr'. 


Nun führt die Beziehung (2.3.10) zu 


n n zn 

r( '- *■ x > ~\r .1 srb J_, / / / (f)‘ 41T - M ^ V) 

* 0 0 0 

| x e jm(X-X) q{t', fr, X') / a sin fr dX' dfr dr' 

Rn 2 ji 


X e(r’, fr, X') r”> sin 0' cD' d0' dr'. 


Führt man die Abkürzungen 


n 7t an 

~if f f (f ') n 7 ™ (A '’ Q{r ’’ x '> r ' s 8in d)J (W Ar> 


fein, so entsteht 


V(r, fr X) = - f f r~-a nm 7 nm (0, X). 

r n —0 m— — n 


(2.3.18) 


Dies ist die gesuchte Kugelfunktionßentwioklung für das Gravitationspotential einer 
kügelförmigen Erde. Die zu den Kugelfunktionen niedriger Ordnung gehörenden Koef¬ 
fizienten lassen sich anschaulich interpretieren: 


®oo — / ff &( r '> fr< H') r'* sin fr cU' d0' dr' = M (Erdmasse), 


2.3. Höhere Funktionen 
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Rn 27t 

a l,-l ~ ^\ ^ f ^ B ^ n ^ S ^ n 2 S ^ n ^ ^ ^ r ' 

0 0 0 

= 1/t / mdy 

1*1 SÄ 

Ä ä 2« 

a i,o — l/-^- ^ .f ^ ^ GOS 8 * n ^ ^ d#' dr' 
ooo 

= |/| /«* d » 

\v\ <R 

R n 2,n 

«!,! = J. -i- J J' j* q sin fr cos X’r’ x sin fr di' dfr dr' 


QVs A 'J 


Koordinaten 
des Erdschwer* 
punktes. 

(2.3.19) 


1 /if 


QVt <FV 


Die höheren Koeffizienten sind dann Funktionen der Hauptträgheitsmomente der 
Erde. 

2.3.3. Bessel-Funktionen 

Eine beliebige Lösung w der BESSELsohen Differentialgleichung 


x 2 -^ 2 ^- + x ~~ + (a: a — r a ) w = 0 
da: 2 dz 


(2.3.20) 


heißt Zylinderfunktion. Gewisse Lösungen von (2.3.20) spielen eine ausge¬ 
zeichnete Rolle und werden deshalb mit eigenen Namen und Bezeichnungen 
versehen. Uns interessieren hier vor allem die BESSELsohen Funktionen J,. 
Ferner betrachten wir die modifizierten BESSELsohen Funktionen 1, und K„ 
die spezielle Lösungen der Differentialgleichung 


„ d*w dio , „ 

X ~W +x -te ~( x +V ) W ^° 


(2.3.21) 


Die BfisSEL-Funktionen J, besitzen eine einfache Reihenentwicklung: 


j /,\ _/ülV y 

’ () [2) £ 0 k\r(v + k + iy 


(2.3.22) 
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woraus insbesondere für v = 0 


M*) — i — "Y;—I - 


a: a /4 (a; 2 /4) 2 (a: 2 /4) 8 

TT “^“^!) 2 (äiyä - 


(2.3.23) 


folgt. Die BESSEL-Funktionen können nicht nur durch Funktionenreihen, 
sondern auoh durch Integrale dargestellt werden: 

7t 

J,{z) = iß) f cos ^ cos ail)2 ’ i? d& - (2.3.24) 

o 

Hieraus folgt insbesondere 


cos (x sin d) dd 


cos (a; cos d) dd. (2.3.25) 


Nutzt man die Zylihdersymmetrie gewisser Probleme bei Integraltfansforma- 
tionen aus, so ist im allgemeinen das innere Integral proportional (2.3.25). 
Dadurch tritt im Kern der Integraltransformation die BnsSEL-Funktion J 0 
auf. 

Auch für die modifizierten BESSEL-Funktionen existieren Reihenentwick¬ 
lungen und Integraldarstellungen: 


I( x) = (-X y <* 2 / 4)2 

,(} [2) k %k\r(v + k + i)’ 

7t 

I fx} — -( / ) __/ piärcosP ttin 2 *’ dd 

ly[x) ~ 7 i»*r(v + 1/2) J e 8m 


(2.3.26) 


(2.3.27) 


Die modifizierten BssssL-Funktionen /„ A' r stehen miteinander in folgender 
Beziehung: 


K,(x) = ~ ^ Iy{x) für v+±l,±2 . 

2 Sin (vn) 

rr t \ v ^ 2- v {x) ~~ 2 v {pC) j*. . . . ~ 

K„(x) = lim —-r--—r- für v = ±1, ±2, 

2 sin (wr) 

Auch zwischen ,7, und 7, besteht eine Beziehung: 

IM) = r'JAfr)- 

Die Funktionen J,', J> n lassen sich gemäß 
j;{x) = 1 


j,+ 1(*) = — •/■,(*) — 

X 


(2.3.28) 


(2.3.29) 


(2.3.30) 


(2.3.31) 


2.4. Integraltransformationen 
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rekursiv aus J, und .7, +1 , .7,_i berechnen. Analoges läßt sich auch für die modi¬ 
fizierten BESSEL-Funktionen A, feststellen; Bezeichne Z, die Funktionen 
/, oder A„ so gilt 

2v 

Z r+1 (x) --Z,(ar) = Z,_i(«), außerdem 

X 

Iy{x) = j +./v+l(fc)], 

Ky’{x) = - 1 [*_,(*) | A, +1 {*)]. 


( 2.4. Integraltransformationen 

Unter Integraltransformation einer Funktion / versteht man die Zuordnung 
einer neuen Funktion g zu f gemäß 

g{x) = / K(x, y) f(y) d y, fiel». (2.4.1) 

B 

Die Funktion A heißt Kern der Integraltransformation. Bekannte Kerne sind 
der NEWTONsche und der CoULOMBsche Kern. Die zugehörigen Integraltrans¬ 
formationen erzeugen aus vorgegebener Masse- bzw. Ladungsverteilüng die 
entsprechenden Gravitations- bzw. elektrischen Felder. Außer daß Integral¬ 
transformationen zwischen verschiedenen physikalischen Feldern vermitteln, 
hat man weitere Ursachen, Integraltransformationen auszuführen: Ist die 
i: Integraltransformation umkehrbar, so kann die sog. Bildfunktion als äqui¬ 

valente Darstellung der Ausgangsfunktion angesehen werden. Diese äqui- 
i valente Darstellung hebt unter Umständen gewisse Eigenschaften der Äüs- 

gangsfunktion deutlicher hervor als die ursprüngliche Darstellung. Schließlich 
gibt es Integraltransformationen, welche komplizierte Operationen für die Aus¬ 
gangsfunktionen in einfachere Operationen für die Bildfunktionen überführt. 
Man halte sich die Analogie aus der Elementarmathematik vor Augen: 
ln (n • h) = ln a + ln b. Im folgenden sollen vor allem aus den beiden letzt¬ 
genannten Gründen einige wichtige Integraltransformationen skizziert werden. 

2.4.1, Faltung 

Unter der Faltung zweier auf IR 1 definierter Funktionen /, g, symbolisch 
f * g, versteht man 

-f-oo 4-00 

(/ * g) (*) = //(* — y) g{y) d y = f f{y) g(% — y) d y. (2.4.2) 

— 00 —00 

Mit K(x, y) — g(x — y) ordnet sich die Faltung in die Klasse der Integral¬ 
transformationen ein. Man kann die Faltung auch im IR" definieren; • 

(f * g) (x) = f f(x - y) g(y) dy. . (2.4.3) 

R" 


(2.3.32) 
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Ein schon bekanntes Beispiel für eine Faltungsoperation ist die Bestimmung 
der Dichte y> der Summe zweier unabhängiger Zufallsgrößen X, Y mit den 
Dichten /, g, Nach (2.1.8) und (2.4.2) ist 

y> = f*g. (2.4.4) 

Eine hinreichende Bedingung für die Existenz der Ealtung ist, daß die betei¬ 
ligten Funktionen quadratisch integrierbar sind: 

+ oo 

/ [/(a?)] 2 dz < oo. (2.4.5) 

“OO 


2.4.2. Fourier-Transformation 

Unter der Fourier -Transformation (kurz: &-Transformation) einer auf SU 
definierten Funktion / versteht man die Integraltransformation 

+ oo 

H») = <?■{/(*)} == / e~»*/(*) d*. j 2 = -1 ■ (2.4.6) 

— oo 

Die <7 -Transformation ist umkehrbar durch die Integraltransformation 

+ 0O 

/<*) = :=~ J e" z f(x) dy, j 2 = -1, (2.4.7) 

— OO 

welche auch inverse Transformation genannt wird. Eine hinreichende Be¬ 
dingung für die Existenz der J -Transformierten/ ist, daß / absolut integrierbar 
ist: 

+ 0O 

j \f(x)\ dz < oo. (2.4.8) 

— OO 


Neben der S -Transformierten &{/} betrachtet man auch häufig die Fourier- 
Sinus- und die Fourier-Ülosi nus-Transformation c T t {f) bzw. S B {f), definiert 
durch 


&M X )) ■= f fi x ) sin iV x ) dx, 

0 

oo 

& c{/(»)} / /(*) cos {yx) dz. 

» 


(2.4.9) 


Zwischen der S -Transformation und der bzw. ^-Transformation besteht 
der Zusammenhang 


m*)} = Se\M + /(-*)) - jcT s {/(z) - /(-z)}. 


(2.4.10) 


2.4. Integraltransformationen 
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Tabelle 2.1: Theoreme der ”rT -Transformation 



m 

Hy) 

Ähnlichkeit 

f(ax) 

!a"|- 1 /(y/a) 

Additivität 

f(x) -r g(x) 

f ( y ) + §(v) 

Verschiebung 

/(* - *o) 

exp {—ja? 0 T y) f (y) 

Faltung 

/(*) * ?(*) 

f (v) §(y) 

Ableitung 

& *\f(x) 

dX-^i ÖZ t «« ... dx n a n 

... y n *,f(y) 

(1*1 =«l+C£»H-1-«,) 


Für gerade Funktionen / folgt daraus 

= 2,-J c {/(z)} (2.4.11) 

und für ungerade Funktionen / 

cF{/(z)} = —2jcr s {/(z)}, (2.4.12) 

Natürlich läßt sich auch eine mehrdimensionale JT-Transformation einführen: 

+ oo 

f(y) = »c T{f(x)} :== / / ••• / das (2.4.13) 

— OO 

mit der inversen Transformation 

4~oo 

/(*) = »cT-M f(y)) := ^ f f -f e ixJ *'f(y)dy. (2.4.14) 

— OO 

Die wesentlichsten Eigenschaften bzw. Rechenregeln der "^-Transformation 
sind in Tabelle 2.1 zusammengefaßt. 

Beispiel 2.5: Ordinatenverteilung eines sinusförmigen Signals mit überlagertem Bausehen. 
In den Geowissenschaften kommen häufig sinusförmige Variationen 

s{t) = o„ -|- a sin cot 

vor. Wir betrachten alle möglichen Signale s(t) mit a„ — const, a — const, <o variabel, 
die o. B. d. A. auf [—ji/ 2, +«/2] definiert sein mögen, ferner die stetige Zufallsgröße 
tj = cot. Letztere ist gleichverteilt mit der Dichtefunktion 

6(y)= V /7 (f)’ < 2 - 416 > 
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wobei II die Rechteokfunktion nach (2.5.11) ist. Gesucht sei zunächst die Dichtefunk¬ 
tion l(x) der Zufallsgröße f = s(o>t). Mit Hilfe der Transformation (2,1.7), der Umkehr¬ 
funktion von s 

. . s(oit) — a 0 

cot = are sm --, 

a 

ihrer ersten Ableitung [a 2 — (x — «o) 2 ] - ^ 2 und der Dichte (2.4.15) findet man 

f(x) — — II ( — arc sin --—] [a 2 — (* — «o) 2 ]" 1 / 2 

n \n a } 

= — n / [<j 2 - (x - Oo) 2 ] 1 / 2 (2.4.16) 

n \ 2 a / 

mit den Momenten Ef = m a = a a , D 2 £ = a 2 = o 2 /2, vgl. Abb. 2.2. 

Werden die S{ = s(co^) gemessen, so sind sie von Meßfehlern = n(ceij) überdeckt. 
Gesucht ist nun die Dichtefunktion A(z) der gemessenen Ordinaten r f des ver¬ 

rauschten Signals r = s + n unter den Voraussetzungen n ; g N(m n ; a„‘) mit der Diehte 
g(y) nach (2.1.23) und oov (s, n) == 0. Mit (2.4.4) und Tabelle 2.1 gilt dann 

h = f*g, h =?{f*g)=.fg (2.4.17) 

und nach (2.4.6), (2.4.7) 


f — j /(*) exp (—jwx) da: = J 0 {a<o) exp (-- jm 4 tu). 


g = / g(y) exp (-jmy) dy = oxp (-<t„W/ 2) exp (—j»n„co), 


— OO 

Ä = </ 0 (acu) exp (—<r n 2 ß) 2 /2) exp (—jm t tu) 



Abb. 2.2. Dichtefunktionen der Ordinaten eines sinusförmigen Signals f(x), der normal¬ 
verteilten Meßfehler g(y) und der fehlerbehafteten Ordinaten h(z) (Faltung h = / * g) 
für m, — m n = 0 und tr, 2 /«?* 2 > 1,75 


2.4. Integraltransformationen 


45 


Wir = », + W» K . 


A(a) ~ ~ f exp (—<r n 2 tu 2 /2) exp [— j(m t —* z) tu] dcu 

2 n J 

— 00 
OO 

= — / ./„(««) exp (—tr n 2 to 2 /2) cos [(z — m r ) tu] dcu, 




(2.4.18) 


(»«>) exp (■—ff n 2 tu 2 /2) dtu 


= (2jW n a )“*/ 2 exp {—a 2 /4cr n 2 ) / 0 (o 2 /4<r„ 2 ) (2.4.19) 

mit « 2 /4<r n 2 = <r g 2 /2ff n 2 =: (1/2) snr (Signal-Rausch-Verhältnis, engl, signal-to-noise 
ratio snr). Für snr ~ 1 besitzt A(z) zweiMaxima symmetrisch zum relativen Minimum 
bei z„ = wi r ; vgl. Abb. 2.2, wo der Sonderfall m 3 = m n = m T = 0 dargestellt ist. 

2.4.3. Hankel-Transformation 


Unter der H&SKEirTransformation (kurz: 36 -Transformation) X( n - 2 )iz{f} der 
n — 2 > 

Ordnung —-—- einer Funktion /, welche auf R 1 gegeben ist, versteht man 
die Integraltransformation 

00 

9(8) = f Kr) ^ ! We) dr. (2.4.20) 

o 

<j(r>) existiert, sofern / absolut integrierbar ist. Die Umkehrung der $€■ -Trans¬ 
formation, die sog, inverse 3€-Transformation erfolgt gemäß 

OO 

(2C 

f(r) = »—a»;a{fif(&)} := r<n _ w/4 j ff(e)0* /2, J(n-z)/z(re) dp. (2.4.21) 

o 

Zwischen X- und ^-Transformation besteht ein enger Zusammenhang: Ist 
die auf R n definierte Funktion /( x) nur vom Abstand vom Nullpunkt abhängig, 
d. h., gilt in verallgemeinerten Polarkoordinaten f(x) = /(|x|) = f(r), so wird 

*J{f) = X (n _ i)(t {f] und (2.4.22) 

Die wesentlichsten Eigenschaften bzw. Rechenregeln für die ^„-Transfor¬ 
mation sind in Tabelle 2.2 zusammengestellt. 


Beispiel 2.6: 2 <T - und X 9 -Transformation. 

Aus (2.4.13) folgt für n — 2 

' M + °° 

z T{f(x ,,*»)} = t (y lt y t ) = / j e-K*du+*t*.)/(a^, *,) dx, d«,. 
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Tabelle 2.2: Theoreme der ^„-Transformation 



m 

g(e) 

Ähnlichkeit 

/(or) 

a- 2 y(e/a) 

Additivität 

fi(r) + /j(r) 

9i(e) + OM 

Verschiebung 

Verschiebung des Ursprungs zerstört Radialsymmetrie 

Faltung 

J 2 fh(r')h(H) r'dr'dy, 

0 0 

9i(e) 9t(e) 


(72 2 = r 2 + r' 2 — 2rr' cos <p) 


Ableitung 

(rf)' = f + rf' 

~(9 + 69') 


Sei f(x t , *„) = f(r) mit r 2 = Sj 2 + z, 2 . Mit Polarkoordinaten r, <p und q, & gemäß 
aj 1 = rcos 9 ?, w, = rBinp, yj^gcos#, y l — Q8m& 
geht f (y v f/s) über in 

00 2 7t 

f (q, &) =r j j e-jpr(cosOco»p+sln#sin?>)/( r ) r dr dtp 
0 0 

oo f 2n 

-fM / e-irrcoB(»>— 0) d <p 

o (o 

Da /fr) radialsymmetrisch, kann über <p integriert werden. Das innere Integral ergibt 
2nJ 0 (or), somit 

00 1 ! 

/ (e) = ?(e) = 2« / /(r) J„( e r) r dr, 
o 

identisch mit (2.4.20), (2.4.22) für n — 2: 2 T{/(r)} = X a {/(r)}. Die Umkehrung *<5 r_1 {jKe)} 
= <5P„~* {?((>)} zeigt man analog. 

2.4.4. Abel-Transformation ■■ 

Die Abel-Transformation ist definiert durch 
00 

Wenn das Integral (2.4.23) existiert, heißt fj, Abel-Transformierte (kurz: 
<A-Transformierte ) von f. Die Verwandtschaft zur AßELschen Integralgleichung 
(N. H. Abel, 1823) wird mit der Substitution |':= x 2 , Q := r 2 offensichtlich. 
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Das Integral (2.4.23) ist dann vom Faltungstyp, und es existiert eine eindeutige 
Umkehr-Transformation, die sich mit Hilfe des Faltungssatzes gewinnen 
läßt: 


OO 

1 r u_ 

n J (x 2 - 


(a;) da; 
- r 2 ) 1 / 2 


(2.4.24) 


oder, in Termen der 1. und 2. Ableitung von fj,, 

f(r) = i f (x* - r*yl* A \ldM\ ^ 
n J dx i x 

r 

= - f (x 2 - r 2 ) 1 ' 2 \t±^l _ da; 

Ti d ( a; a ; 2 J 


(2.4.25) 


oder, wenn das Integral für x > r 0 Null wird (einschließlich sprunghafter 
Änderung des Integranden bei x — r 0 ). 


Hr) - -- f da! 4- 

Ti J (x 2 — r 2 )d 2 jr(r 0 2 — r 2 ) 1 / 2 

r 

= - f (x 2 - r 2 ) 1 ' 2 A 1 da; - AÜA _ r 2)i/2. ( 2 ,4.26) 

71 J 0.3! J 33 I 71^ 

r 

Zur Verprobung der Transformationen sind zwei aus GL (2.4.23) folgende 
Beziehungen nützlich: 


/ fu(x) d x = 2n J }(r) r dr, 


(2.4.27) 


U(0) = 2 J f(r) dr. 


(2.4.28) 


Ebenso wie es Beziehungen zwischen Fourier- und HANKBL-Transformation 
gibt, existieren solche zur ABEL-Transformation. Es lassen sich Gruppen zu 
je 4 Funktionen finden, die mit den genannten Transformationen ineinander 
überführt werden können: sog. AßEL-FouRiER-HANKEL-Zyklus (vgl. Beispiel 
2.7, S. 50). Eine ausführliche Darstellung findet sich bei Braoewell (1978). 
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2.5. Verallgemeinerte Funktionen (Distributionen) 


Die Einführung der Deltafunktion 5 durch P. Dhiao (1927) war ein mutiger 
Schritt in ein bis dahin unerschloasenes Gebiet. Es nötigt Bewunderung ab, 
mit welcher Sicherheit, nur geleitet durch den Polarstern der physikalischen 
Erfahrung, sich die Pioniere der Quantenmechanik in diesem Neuland zurecht¬ 
fanden und die zahlreichen ausgelegten „Stolperdrähte“ geschickt umgingen. 
Inzwischen sind von der Mathematik detaillierte „Wanderkarten“ erarbeitet 
worden, mit deren Hilfe sich ein „Durchschnittstourist“ im Gebiet der ver¬ 
allgemeinerten Funktionen bewegen kann. Begnügt man sich damit, auf den 
gut ausgeschilderten Hauptwegen zu bleiben, so kann man auf dieses „Karten¬ 
werk“ verzichten. Demzufolge wollen wir statt einer Einführung in die Theorie 
der verallgemeinerten Funktionen nur eine Sammlung von Bechenregeln für 
die wichtigste verallgemeinerte Funktion, die Deltafunktion, zusammenstel¬ 
len. Für viele Fälle wird das genügen. Es soll jedoch gemahnt werden, beim 
Umgang mit diesen Begeln das Ergebnis stets mit der Erfahrung zu verglei¬ 
chen und sich gegebenenfalls der strengen Theorie zu bedienen. 

Die eindimensionale Deltafunktion S(x) läßt sich denken als mathematische 
Formulierung gewisser physikalischer Abstraktionen wie Einheitspunktmasse, 
Einheitspunktladung im Punkt Null oder Einheitskraftstoß zum Zeitpunkt 
Null. Sie kann in vielfältiger Weise als Grenzfall dargestellt werden, z. B. 


<5(a:) — -~j=r lim e - **^ = — lim ^ 

in } n *-o V + #7 

*+« 

= I lim (“Ü2Ö) = Um fS. 

7t fl-«» \ X> J 71 X «_><) J S 


(2.5.1) 


Man kann in der Deltafunktion auch eine Variablentransformation vorneh¬ 
men und die verallgemeinerte Funktion <5[o(x)J betrachten. Hat die Funktion 
a(x) isolierte und einfache Nullstellen, x l; x 2 , ..x n , so gilt 


speziell 


d(bx + c ) =' =4= 1 


(2.5.2) 

(2.5.3) 



H-x) = ö(x). 


(2.5.4) 


Die Deltafunktion hat die Eigenschaft des Einheitsoperators bei der Faltung. 
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Es gilt 

4-00 


* 

II 

* 

= / - *) /(*) dar = f(t), 

(2.5.5) 

woraus für f(x) = 1 

— 00 


+O0 



li 

1 

*** 

*0 


(2.5.6) 


— OO 


folgt. Nach dem Faltungssatz (Tabelle 2.1, S. 43) folgt außerdem JS = df = /, 
so daß die -Transformierte von Ö 

cT{d} =5 = 1, (2.5.7) 

und aus der inversen Transformation = cT _1 {l} 

+ 0O OO 

i(x) = -kf e ixt df = ™ J" cos (2.5.8) 

— oo 0 

Wie die letzte Beziehung zeigt, können gewisse uneigentliche Integrale durch 
Deltafunktionen ausgedrückt werden. Ferner gilt 

f(x ± a) ö(x) — f(x) d(x) , speziell xd(x) — 0. (2.5.9) 

Es gibt noch wesentliche Beziehungen zu anderen Funktionen (Abb. 2.3). 
Die Heaviside- oder Einheitssprungfunktion 

(0 * ^0 

H(x) — \ für (2.5.10) 

(1 x > 0, 

die Bechteekfunktion 



Abb. 2.3. Einheitssprungfunktion II(x), Rechteckfunktion 7/(x), Dreieckfunktion A(z) 
und Deltafunktion (5(x) 


4 Meier/Keller 
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und die Dreieckfunktion 

fo i*i ä i, 

A(x) = J für (2.5.12) 

11 — 1*1 I*l<i 

stehen untereinander und mit 6(x) in folgenden Zusammenhängen: 

H'(z) = «(*), n(x) = H(x + 1/2) - B(x - 1/2), 
n\x) = H'(x + 1/2) - H'(x - 1/2) 

= Ö(x + 1/2) - ö(x - 1/2), 

A{x) — n(x) * n(x ). 

Für die erste Ableitung der Deltafunktion gilt: 

—xS’(x) = Ö(x), fd'(x)f(x) d* = /'(0), ?{d'\ = -\y. (2.5.14) 

— 00 

Entsprechende Ausdrücke gibt es auch für höhere Ableitungen. 

Man kann auch eine Deltafunktion im IR* definieren: 

"<5(05) = "<5(*u *«) = 6(x x ) <5(* 2 )... ö(x„). (2.5.15) 

Die o, a. Rechenregeln übertragen sich dann analog in den mehrdimensionalen 
Fall, z. B. *cT(»5) = ^{dixy}} 1 3 r {8[x l )\... 1 c?'{(d(m n )} = 1. 

Eine Verallgemeinerung der bisher besprochenen punktuellen 5-Funktion 
ist die Linien- bzw. Flächendeltafunktion. Sei S eine Fläche oder Linie, dann 
ist die Flächen- oder Liniendeltafunktion durch folgende Eigenschaften be¬ 
schrieben: 

d s (x) = 0, * $ S; J Ö s (x) <p(x) dar = / <p(x) dar. (2.6.16) 

IR“ s 

Sie beschreibt solche physikalischen Sachverhalte, wie z. B. Masse- oder La¬ 
dungsverteilung auf einer Linie bzw. Fläche. Ein gelegentlich benutzter 
Spezialfall einer Liniendeltafunktion ist die sog. Ringimpulsfunktion. Hierbei 
ist S der Kreis mit dem Radius r 0 und damit 

<3|«|=r.(*)= <3(1*1 -u). (2.5.17) 

Abschließend werden Abel-, Foubihr- und HANKEL-Transformation am Bei¬ 
spiel der Ringimpulsfunktion und zugleich das Rechnen mit Delta- und Ein¬ 
heitssprungfunktion gezeigt. 

Beispiel 2.7; Die Ringimpulsfunktion im Abel-Fourier-Hankel-Zyldus. 

/,(r) = <5(r - r„) mit r 2: 0, r„ > 0 läßt sich durch den in Abb. 2.4 angegebenen Trans¬ 
formations-Zyklus in Sich selbst überführen. Von den insgesamt 5 Transformationen 
geben wir die im linken unteren Dreieck an. 


(2.5.13) 
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Die in den Integranden eingeführte Einheitssprungfunktion nach (2.5.10) ermöglicht es, 
die Integration formal bis —’co auszudehnen und Regel (2.5.5) anzuwenden: 

f 3 (z) = 2g(r 0 ) = 2r 0 H(r 0 =F x) (V - *«)-»/* (x > 0) 

= 2r,(V - z 2 )“ 1 / 2 II(xßr a ). 

2. ^-Transformation von f % (x) nach (2.4.6): 


-t-oe 0O 

fJM) = ^ J" e ivx fz(x) dx = J" hi x ) 008 yx dx 


2r 0 f cos yx dx 2r„ ., n , , , „ , . 

’T J (V 0 2 - xyi> = 7 I ’ 7 “ (r “' v) = rMr ^‘ 


3. ^„-Transformation von / 3 (y): 

Das Integral (2.4.20) für n = 2 existiert nicht im Bereich der reellen Funktionen. In 
diesem Falle führt man die äquivalente 2 S -Transformation nach (2.4.13) aus und erhält 
mit zweifacher Integration und etwas langwierigen Umformungen die distributive 
Lösung /,(r). Dagegen läßt sich die inverse Lösung, analog zur 1. Transformation, sofort 
angeben: 

«= +oo 

fs(y) — J S(r — r„) J 0 (yr) r dr = J <5(r — r„) g(r) dr = g(r 0 ), 

0 —oo 

g(r) = rJ„(yr) H(r), g(r 0 ) = r Q ,/ 0 (r 0 y) H(r 0 ) = r 0 J 0 (r 0 y). 
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Literaturhinweise: Von den zahlreichen exakten Darstellungen der Grundlagen der 
Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematischen Statistik nennen wir Fisz (1970). 
Speziell zum linearen Modell der Statistik empfehlen wir Noll au (1975), zur Ausglei- 
chungsrechnung als wesentlichen Sonderfall des linearen Modells Lihsik (1961) und 
Koüh (1980), über das weite Anwendungsgebiet der mathematischen Statistik in den 
Geowissenschaften Matheron (1962), Taubenheim (1969), Murrt am (1970), SohöN- 
wiese (1985). Standardwerke über Höhere Funktionen sind: Abramowitz und Ste- 
GUN (1965), Jahnke, Emde und Lösch (1960), ferner Lense (1954) über LBOENDBEsche 
Polynome und Kugelfunktionen, Watson (1949) über BESSEL-Funktionen. Von den 
Werken über Integraltransformationen zitieren wir vorzugsweise Braoewbll (1978); 
neben der Fourier- und HANKEL-Transformation ist hier auch die für mehrdimensio¬ 
nale Prozesse wichtige Abel- Transformation dargestellt. Als Einführung in die verall¬ 
gemeinerten Funktionen empfehlen wir das Büchlein von Ltqhthill (1966). Schließlich 
nennen wir noch das umfangreiche Integraltafelwerk von Gradstexn und Ryshik 
(1971); diverse Integrale im Text und die Modelle im Anhang sind damit ausgewertet 1 
worden. 


3. Eindimensionale Zufallsprozesse 


3.1. Einführung 

3.1.1. Grundbegriffe und Definitionen 

Mit den im Abschnitt 2.1. skizzierten Mitteln der Wahrscheinlichkeitstheorie 
ist man imstande, die zufällige Variation endlich vieler Merkmale, die sich 
gegenseitig beeinflussen, zu beschreiben. In den meisten geowissensehaftlichen 
Aufgabenstellungen liegt aber eine allgemeinere Situation vor. Eine (oder 
mehrere) physikalische, chemische oder geometrische Größe(n) ist (sind) in 
jedem Punkt eines räumlichen Bereiches zufälligen Veränderungen unter¬ 
worfen. Letztere sind nicht unabhängig voneinander, sondern miteinander 
verwandt (gekoppelt, verbunden), umschrieben mit den Begriffen Korrelation, 
Krhaltungsneigung, Kohärenz oder Persistenz, bei dominierenden Periodizitäten 
auch Wiederholungsneigung. Als mathematisches Modell reichen daher endlich 
viele Zufallsgrößen, X y , X 2 , ..., X„, nicht mehr aus. Die genannten Variatio¬ 
nen können jedoch von Familien abzahlbar vieler (X(f,), i = 1,2,...) bzw. 
überabzahlbar vieler [X(t), t 6 Tj Zufallsgrößen, wo T ein gewisses Intervall 
bezeichnet, adäquat beschrieben werden. Diese Familien dienen als mathe¬ 
matisches Modell für jeweils mehrere oder für „sehr lange“ Registrierungen 
zufällig veränderlicher Meßgrößen; 

Der Parameter t ist entweder die (Meß-)Zeit oder die Lage eines (Meß-) 
Punktes auf einer Raumkurve. Typisch für Zeitfunktionen sind Registrie¬ 
rungen meteorologischer, geophysikalischer, hydrologischer u. a. Größen an 
ortsfesten Meßstellen und Observatorien; Ortsfunktionen gewinnt man ent¬ 
lang von (nicht notwendig geradlinigen) Profilen, Traversen, Flug- und Schiffs- 
routen, wobei die Meßwerte ggf. auf einen festen Zeitpunkt zu beziehen sind. 
Üblicherweise bezeichnet man die unabhängige Variable t einheitlich als Zeit. 
Im Fall einer abzahlbaren Familie (X(f { ), i — 1,2, ...) kann die Messung nur 
an diskreten Zeitpunkten erfolgen. Bei iiberabzählbaren Familien (X(t), 
t <E T) kann kontinuierlich registriert werden. 

Die Untersuchung von Familien von Zufallsgrößen wird als Theorie der 
Zufallsprozesse oder der stochastischen Prozesse bezeichnet. 

Definition 3.1: Eine Familie von Zufallsgrößen X(t), die von einem Parameter 
t abhängen, der in einer gewissen reellen Zahlenmenge T variiert, heißt sto¬ 
chastischer Prozeß. Ist T eine diskrete Menge, so spricht man von einem Prozeß 
mit diskreter Zeit (oder zufälliger Folge), andernfalls von einem Prozeß mit 
stetiger Zeit. Nimmt die Prozeßordinate an einem festen Zeitpunkt nur dis- 
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krete Werte an, spricht man von einem Prozeß mit diskreter Ordinate, andern¬ 
falls von einem Prozeß mit stetiger Ordinate. 

Es sei noch, darauf hingewiesen, daß ein stochastischer Prozeß auch anders 
aufgefaßt werden kann: als eine Abbildung, die jedem Element m aus einer 
Menge Q eine auf T definierte Funktion X zu weist: 

w X{t, tu), teT. (3.1.1) 

Für ein festes co 0 , w 0 6 Q, heißt dann X(t, <y 0 ) eine Realisierung des Prozesses 
X(t). Für t u < 2 , ...,t n € T mit t t 4 = t f für i 4 = j ist [X(< t ), X(l 2 ),..., X(f„)] T ein 
zufälliger Vektor. Seine Verteilungsfunktionen 

A.*») := P(Ah) <* 1 ,..., X(t„) < x H ) (3.2.1) 

heißt auch endlichdimensionale Verteilungsfunktion des Prozesses X(t). Es 
erhebt sich die Frage, inwieweit ein Prozeß durch seine endlichdimensionalen 
Verteilungen charakterisiert wird. Darüber gibt ein berühmt gewordener Satz 
von A. N. Kolmogorow Auskunft. Zu seiner Vorbereitung dient 

Definition 3.2: Eine Familie endlichdimensiönaler Verteilungsfunktionen 
heißt konsistent, wenn sie die Bedingungen 

A, •••) x n) — Ai)>'■ ..G<n)< 1)> •••> (3.1,3) 

für alle Permutationen n der Zahlen (1, 2,..., n) und 

üm A 4O0 ...,*„) = A Wm ■ • •> x i-i> x i+i, ■•■>*-.) ( 3 - L4 ) 

Xj-POO 

erfüllt. 

Satz 3.1 (A. N. Kolmogorow) : Die Konsistenz einer Familie endlichdimen¬ 
sionaler Verteilungsfunktionen ist notwendig und hinreichend für die Existenz 
eines stochastischen Prozesses mit diesen vorgegebenen Verteilungsfunktionen. 

Der Weg, einen stochastischen Prozeß durch seine endlichdimensionalen 
Verteilungen zu beschreiben, ist häufig nicht gangbar, oder wenn, dann mit 
beträchtlichem Aufwand verbunden. Man zieht daher, ähnlich wie bei den 
Zufallsgrößen, Momente der Verteilungen zur Beschreibung wesentlicher 
Eigenschaften des Prozesses heran. Diesem Vorgehen dient 

Definition 3.3: Eine auf T definierte Funktion m heißt Erwartungswertfunktion 
( Mittelwertfunktion ) des Prozesses X(t), wenn für alle t 6 T die Beziehung 

m(t) = E{X(<)} ’ (3.1.5) 

gilt. Eine auf TxT definierte Funktion K xx , O xx heißt Autokorrelationsfunk¬ 
tion, Autokovarianzfunktion (AKF) des Prozesses X(t), wenn für alle t', t" C T 
die Gleichung 

K xx (t', t") = E{X(f) X(<")}, 

Oxxit', t") = E{[X(/') - m(t r )] [X(t") - mit")]} 

besteht. 
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Aus (3.1.6) folgt C xx (t’, t") = K xx (t', t"), wenn m(t) = 0 für alle t € T, und 


. K xx (t) = E{[X(<)] 2 }, A(i) = EP(()- m (m 


(3.1.7) 


für t' = t" — t. C xx {t) =: a\t) heißt Varianzfunktion des Prozesses X(t), die 
normierten Funktionen 


K xx {t', t")f[K xx {t', 0 K xx (t 

0 X x{t', miOxxit', t') C xx (t" 


", OFVl 

, HPA J 


(3.1.8) 


die an der Stelle t' — t" = t den Wert Eins annehmen, normierte AKF oder 
auch kurz Korrelations funktionen. 

3.1.2. Allgemeine Prozeßeigenschaften und -klassifizierung 

Mit den Kennfunktionen (3.1.5) bis (3.1.8) werden wesentliche Prozeßeigen¬ 
schaften erfaßt, Im Gegensatz zu den Zufallsgrößen mit konstantem m, o- 
können diese Parameter nunmehr von der Zeit abhängen: Die Erwartungs- 
wertfunktion m(t) vermittelt einen Eindruck vom mittleren Verhalten des 
Prozesses entlang t, die Varianzfunktion o 2 (t) von seinen Schwankungen um 
m(t); vgl. Abb. 3.1. Außerdem enthalten die AKF (3.1.6) bzw. (3.1.8) Infor¬ 
mation über den Grad der Abhängigkeit beliebiger Paare von Prozeßordinaten 
X{t'), X(t"). Um diesen Zusammenhang zu erkennen, bilden wir auf beiden 
Seiten der Ungleichung 

±2X(0 X(<") rg [X(03 2 + [K{t")f 
die Mittelwerte, 

±2E{X(<') X(<")} ^ E([X(1')] 2 } + E{[X(i")] a ), 
und erhalten mit (3.1.6) und den Abkürzungen K xx — K, C xx = 0 
2\K(t',t")\<K(t',t')+K(t",t"), J 

2 | G(t', t ")| g 0(t’, t') + C(t", t") = <r*(t') + o*(t") J ’ ' 


normiert 


i 0{t’, t")\fo(t r ) o{t") < [u 2 (<') + o\t")]!2c{t 
1 0(t', t")\/o{t') o(t") = 1« 1) für t' = t 


VMn «in, \ 

’ = t"(t' + n,\ 


(3.1.10) 


unabhängig von den speziellen Eigenschaften von X(t): Prozeßordinaten sind 
mit sich selbst (<" — t' — 0) am stärksten, benachbarte Ordinaten {t" — t' 
4 = 0) schwächer korreliert. Ferner folgt aus (3.1.6) 


K(t', t") = K{t", t'), 0(t', t ") = C(t", t'). 


(3.1.11) 


Die AKF (3.1.6), (3.1.8) sind demnach beschränkte, bezüglich der Argumente 
t, t" symmetrische Funktionen (vgl. auch Tabelle 3.1, S. 67, wo diese Eigen- 
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schäften, für reell- und komplex wertige Prozesse formuliert sind). Außerdem 
unterliegen die AKF einer gewissen „Formbeschränkung“: 

Es sei f eine beliebige reelle Funktion und (<,•}!“ er IR 1 eine äquidistante 
Folge. Dann gilt 

o g e { + £ m = + £ o% 4) m m. 

J i,k~— oo 

Die Summe auf der rechten Seite kann als proportional der Partialsumme des 
Integrals 

+ 00 

/ = / / G{t', t") f(t') f(t") dt' dt” (3.1.12) 

— OO 

aufgefaßt werden. Vollzieht man den Grenzübergang At = f i+1 - ( -> 0, so 
ergibt sich 0 iS I für beliebiges /. Diese Eigenschaft nennt man positive 8emi- 
definitheit der AKF C(t', t"). Sie läßt sieh in gewissem Umfang geometrisch 
deuten: für \t" — t'\ wachsend muß \C(t', t") | „genügend rasch“ abklingen. 

Wenn von einem stochastischen Prozeß X(t) Mittelwertfunktion und AKF 
vorgegeben sind, so kann man aus der Kenntnis dieser Funktionen trotzdem 
nicht den zeitlichen Ablauf rekonstruieren, denn zu X(t) gehören beliebig 
viele Realisierungsmöglichkeiten X(t, Wj), X(t, u> 2 ), ... — daher die Notwen¬ 
digkeit der MeßwertspefcÄerawg. Dem Prozeß X(t) sind lediglich Kennfunk¬ 
tionen mit „verdichteter“ Information über alle möglichen Realisierungen 
zugeordnet, mit denen man analytisch operieren kann. Wenn man also den 
zeitlichen Ablauf aus den Kennfunktionen nicht wiederherstellen kann, dann 
muß während der Mittelbildung Information verlorengegangen sein. Später 
wird noch gezeigt werden, daß dieser Informationsverlust gerade die Phasen¬ 
beziehungen betrifft. 

Zufallsprozesse lassen sich nach verschiedenen Kriterien in Klassen einteilen. 

(1) Prozesse mit diskreter oder stetiger Zeit, Prozesse mit diskreter oder stetiger 
Ordinate. In der Regel werden wir Prozesse, die stetig in der Zeit und stetig in 
der Ordinate sind, betrachten. 

(2) Reell- und komplexwertige Prozesse. Bisher hatten wir, ohne es besonders 
zu vermerken, X(t) als reellwertig angenommen. Es gibt jedoch Prozesse, die 
Lösungen gewisser Differentialgleichungen sind und Exponentialterme e ±iA( 
{). = const, reell; t variabel, reell; j a = —1) enthalten. Es ist deshalb nützlich, 
auch komplexwertige Prozesse zuzulassen, selbst wenn nur ihr Realteil einen 
physikalischen Sinn besitzt; nicht zuletzt wegen der bequemen Rechnung im 
Komplexen, wie es z. B. in der Wechselstromtechnik üblich ist. Im weiteren 
Text werden vorzugsweise reellwertige Prozesse behandelt, jedoch auch Bei¬ 
spiele komplexwertiger Prozesse gebracht. 

(3) Stationäre und instationäre Prozesse. Wenn sich die wahrscheinlichkeits¬ 
theoretischen Eigenschaften eines Prozesses im Zeitablauf nicht ändern, heißt 
er stationär, andernfalls nicht- oder instationär. Im geowissenschaftlichen 
Bereich kommen stationäre und instationäre Prozesse gleichermaßen vor. 
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Instationäre Prozesse existieren entweder a priori oder werden a posteriori 
im Meß- und Auswerteprozeß erzeugt. Zu den a priori existierenden zählen 
meteorologische und geophysikalische Feldgrößen mit ausgeprägten Tages- ; 

und Jahresgängen, säkularen u. a. niederfrequenten Schwankungen sowie 
ihren typischen Höhenabhängigkeiten. Die zweite Gruppe wird entweder :jj 

durch das Gangverhalten der Meßinstrumente (z. B. Gravimeter u. a. Beschleu- 
nigungsmesser) oder auch durch gewisse Integraltransformationen (Summation, 
Mittelbildung) erzeugt. 

Beispiel 3.1: Realisierungen eindimensionaler Prozesse. 

In Abb. 3.1 sind Ausschnitte aus drei Realisierungen, Registrierungen der vertikalen l| 

Auslenkung eines Laserstrahls, als Funktion derZeit dargestellt. Sie besitzen, je nach 
Turbulenzzustand der Atmosphäre und Auflösung, unterschiedliche Eigenschaften. 

*i(t): Annähernd stationäre, hochfrequente Fluktuationen mit m t «» 0, iq 2 & const. ' 

xjd): Einem niederfrequenten Gang sind hochfrequente Fluktuationen zjf) über¬ 

lagert, so daß x^t) schwach instationär ist mit = m 2 (t) und (für genügend 
große Zeitintervalle) n 4 2 const. 

: Über At — 1 h geglättete Tagesschwankungen mit Maxima (Minima) sowie 

kleinen (großen) Oszillationen am Tage (in der Nacht): ausgeprägt insta- i 

tionär mit m 3 = <r s 2 = cr 3 2 (t). 

Obwohl instationäre Prozesse häufig in Teilprozesse zerlegt, durch Vor¬ 
behandlung wie Trendabspaltung und Filterung in stationäre überführt 
werden können und damit der rechnerischen Behandlung und der Anschauung 
besser zugänglich sind, muß man sich grundsätzlich über die Dominanz insta¬ 
tionärer Prozesse im klaren sein. Wegen der vorzüglichen Eigenschaften sta- : 

tionärer Prozesse wird diese Prozeßklasse bevorzugt behandelt, jedoch immer 
an den instationären Fall, besonders mit Beispielen, erinnert. 

(4) Gaußsche Prozesse. Sind alle endlichdimensionalen Verteilungen eines 
Prozesses mehrdimensionale Normalverteilungen, so heißt er GAussscher 
Prozeß. GAuassche Prozesse sind in Natur und Technik weit verbreitet. Ihre 
Eigenschaften werden, ähnlich wie bei den normalverteilten Zufallsgrößen, 
von den Momenten 1 . und 2. Ordnung, also im Rahmen der Korrelationstheo¬ 
rie, vollständig beschrieben. Nicht-GAtrsssche Prozesse können ggf. in Gattss- 
sche transformiert werden. 

(5) Weitere spezielle Prozesse. Man kann Prozesse auch danach unterscheiden, 
wie sich ihr „Verlauf in der Vergangenheit“ (t < t 0 ) auf den der „Zukunft“ 

(t > < 0 ) auswirkt. Hat lediglich die „Gegenwart“ (f 0 ), aber nicht die „Ver¬ 
gangenheit“ Einfluß auf den „zukünftigen Verlauf“, so nennt man diesen 1 

Prozeß einen Markowsehen Prozeß. Die Theorie der MAKKOwschen Prozesse ij 

wird im Abschnitt 5.1.1. kurz skizziert. — Stochastische Prozesse können 
weiterhin differenzierbar oder nicht-differenzierbar sein. Mitunter werden 

auch die Aleitungen von im Sinne der klassischen Analysis nicht-differenzier- ! j 

baren Prozessen benötigt. Es ist sowohl vom theoretischen als auch vom rechen- 
technischen Interesse, derartige entartete oder verallgemeinerte Prozesse zu 
untersuchen (Abschnitt 5.1.2.). 


if 
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Die rein anwendungsorientierte Einteilung in Signal- und Rauschprozesse 
ist bereits im Abschnitt 1.3. besprochen worden. Die Klassifizierungsmöglich¬ 
keiten (1) bis (5) sind unabhängig voneinander. So kann ein stationärer Prozeß 


X#) 



29.06. 30.06. 01.07. DATUM 

Abb. 3.1. Vertikale Laserstrahlschwankungen (x(t) in cm) in der bodennahen Atmosphäre 
mit verschiedener Auflösung 1 ) 


x ) Abb. 3.1, 3.2, 3.3 c: Hochschule für Verkehrswesen Friedbich List, Dresden, Sektion 
Verkehrsbauwesen, Wissenschaftsbereich Ingenieurgeodäsie. 
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gaußsch oder nichtgaußsch, differenzierbar oder nichtdifferenzierbar sein, usf. 
— Von überragender Bedeutung in der Behandlung der Zufallsprozesse ist der. 
stationäre GAüss-Prozeß (und daher auch die AKF), vergleichbar mit jener 
der harmonischen Funktionen sin, cos für die Beschreibung determinierter 
periodischer Vorgänge. Indem man mit gewissen Voraussetzungen wie sta¬ 
tionäres und normales Verhalten die Anwendungsbreite etwas einengt, hat 
man zur Lösung praktischer Aufgaben wirkungsvollere Hilfsmittel zur Hand, 
und viele Prozeßabläufe können dann leichter und/oder vollständiger beherrscht 
werden. 


3.2. Stationäre Prozesse 

3.2.1. Darstellung im Zeitbereich 

Die Klasse der stationären Prozesse zeichnet sich durch die zeitliche Konstanz 
gewisser Eigenschaften aus. Wir betrachten einen Prozeßtyp, den man als 
im weiteren Sinne stationär bezeichnet. 

Definition 3.4: Ein stochastischer Prozeß X(t) heißt im weiteren Sinne statio¬ 
när, wenn für beliebige t', t" £ T die Beziehungen 

m(t') = m(t") (3.2.1) 

und 

C{t\ t") = 0(1" - 0 (3.2.2) 

gelten. 

Wegen (3.1.9) und (3.1.11) folgt aus (8.2.2) mit t := t” — t' 

C(t) = 0(-t), |C?(f)| =£(7(0). (3.2.3) 

Die AKF eines (im weiteren Sinne) stationären Prozesses ist eine gerade und 
beschränkte Funktion. Mit m = const, 0(0) =: er 2 = const, 0 = C(t) bezieht 
sich die Stationarität im weiteren Sinne auf die Momente 1. und 2. Ordnung, 
Stationär im engeren Sinne bezeichnet man einen Prozeß X(t), wenn sich seine 
mehrdimensionalen Verteilungen (also auch die höheren Momente) bei Ver¬ 
schiebung des Zeitursprungs ((t -f f) nicht ändern. Beide Begriffe fallen 
offenbar genau dann zusammen, wenn X(t) ein GAuasseher Prozeß ist. 

Häufig betrachtet man Modell-Prozesse oder approximiert empirisch ge¬ 
schätzte AKF durch Modell-Funktionen. Eine Auswahl der gebräuchlichsten 
Funktionen ist im Anhang Al und A2 zusammengestellt. Monoton gegen Null 
abnehmende AKF (Al) enthalten neben der Varianz u 2 noch (mindestens) 
einen freien (Abkling-)Paraineter, gedämpft oszillierende bzw. unter die r- 
Achse schwingende AKF (A2) außer er 2 einen freien Parameter mit der Eigen¬ 
schaft einer Frequenz bzw. Wellenzahl oder je einen Abkling- und Frequenz- 
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parameter. Um spezielle Eigenschaften der AKF zu charakterisieren, gibt man 
gewisse Funktionen dieser Parameter an: 

(1) Korrelationslänge oder Halbwertsbreite r 0 mit C(t 0 ) — a z j2. 


(2) Integralskala I mit I = 



(3) Mikroskala I (für im Zeitursprung t — 0 stetig differenzierbare AKF) mit 
X = [-2<T 2 /C"'(0)]d 2 , verwandt mit dem Krümmungsradius von G(t) bei 
T = 0, R = — 1/U"(0) = A 2 /2u 2 . 

(4) Kohärenzzeit t k (für im Zeitursprung nicht stetig differenzierbare AKF) mit 
r k — lim |ö'(r)|. 

r —+0 

(5) Weitere charakteristische Größen für das Verhalten einer AKF sind (erster) 
Wendepunkt, (erste positive) Nullstelle, (erstes) Minimum. 

Beispiel 3.2: Stationärer Prozeß mit AKF vom Exponentialtyp. 

Der stationäre Prozeß mit der AKF C(x) = <r 2 ed t l/ < *, der Varianz er 2 = (7(0), der Korre¬ 
lationslänge t„ = d • In 2, der Integralskala / = d und der Kohärenzzoit r k = n-jd 
wurde als Modellprozeß bereits in den grundlegenden Arbeiten zur statistischen Tur¬ 
bulenztheorie von G. I. Taylor benutzt. Die Korrelationseigenschaften von Prozessen, 
die mit turbulenten Erscheinungen Zusammenhängen, z. B. Brechungsindex-, Re- 
fraktions-, optische Zielstrahl- und Laserstrahlschwankungen, werden häufig durch 
eine exponentielle AKF beschrieben. Abb. 3.2 zeigt die empirisohe AKF k(z) gemäß 
(3.1.6), (3.1.8) von Laserstrahlschwankungcn XU) in dsjr bodennahen turbulenten At¬ 
mosphäre. Sie kann durch K(r) — 0(z) |EX(<)] 2 , <7(oo) — 0, K( oo) = [EX(1)] 2 = 

eonst approximiert worden. 

Interessant ist noch die folgende Eigenschaft: X(<'), X(t") X(t'") seien Prozeßwerte 
mit 0 <!'<<"< t'". Der partielle Korrelationskoeffizient zwischen X(t') und X(t'") 
nach Elimination des Einflusses von X(t") auf beide ist nach (2.1.22) mit x : — tjd : 

0i3,a — . .. " U, 

j /{(1 _ (1 _ e -2|*'"-*"|)) 

d. h., die Korrelation zwischen X(t') und X(l"') beruht ausschließlich auf der Korre¬ 
lation beider mit X(t"); eine direkte Abhängigkeit zwischen X(t') und X(t'") besteht 
nicht. Man nennt diese Eigenschaft markowsch. Demzufolge können Laserstrahlschwan¬ 
kungcn im Minutonbereich als Markow- Prozeß (siehe Abschnitt 5.1.1.) beschrieben 
werden. 

1 


0,5 


0 r 0 2 4 6 8 't'/min 10 



Abb. 3.2. Empirische AKF vertikaler Laserstrahlschwankungen im Minutenbereich. 
Ausschnitt der Realisierung x a (<) siehe Abb. 3.1. Korrelationslängo r„ ss 1,1 min 
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3.2.2. Darstellung im Frequenzbereich 


Nach den Grundgedanken von J. B. Fourier (1811) läßt sich jede auf dem 
Intervall [ —T , -\-T~\ periodische Funktion x als Überlagerung von Sinus- und 
Kosinusschwingungen darstellen: 


CL ICTZ 

x (t) ~ -if + £ ( a * 008 0tt + b k sin m kt) > <o k = —. 

£ k =1 1 


(3.2.4) 


Hierbei drücken die Koeffizienten a k und b k die Amplituden der Kosinus- 
bzw. Sinusschwingung auf der Frequenz co k aus. Es ist daher nur eine diskrete, 
äquidistante Folge {&>*} von Frequenzen „besetzt“, und in Analogie zur 
Spektroskopie spricht man davon, daß die Koeffizienten a k , b k , k 6 N ein 
„Linienspektrum“ der Funktion x bilden. Das „Linienspektrum“ kann aus 
der Registrierung des zeitlichen Verlaufs der Funktion X auf folgende Weise 
gewonnen werden: 


®o = ~7p f x {!) 

-T 

+ T +T 

°k — ‘jf J 008 b k ~ ~fp f x(t) sin ü> k t dt, k€ltA. 


(3.2.6) 


Wir wollen nun untersuchen, wie sich auf diese Darstellung der Grenzüber¬ 
gang T -> oo auswirkt. Dazu benutzen wir eine zu (3.2.4) äquivalente kom¬ 
plexe Darstellung, 

+ T 

x (l) ~ £ &{co k ) mit x(ü) k ) = f x(t) dt, (3.2.6) 

11 *=-oo J 


und formen x(t) um in 

1 t 


x { t ) — -X— £ x(ü> k ) , 

47t fc^-oo 


i 71 

Am = Y- 


(3.2.7) 


Aus dieser Beziehung lassen sich zwei Folgerungen ziehen: 

(1) Mit wachsendem T rücken die Spektrallinien immer dichter zusammen, 
d. h., für T -»■ oo geht das „Linienspektrum“ in ein kontinuierliches Spektrum 
über. 

(2) Die Formel (3.2.7) kann als Partialsumme des Integrals 


+< 

±f 

2n J 


Sc(co) e j< “‘ dm 


aufgefaßt werden. 
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Aus (1) und (2) folgert man für T -*• oo 


+ 0 O 


x(m) e i<u( dtw mit k(w) = / a:(t) e~*"* di. (3.2.8) 


Mit (3.2.8) haben wir die Darstellung einer aperiodischen Funktion mit Hilfe 
des FouRiER-Integrals gewonnen. Die &-Transformierte x(o>) — <P{x(t)} 
bezeichnet man auch als Amplitudenspektrum von x (<). 

Die Zerlegung determinierter periodischer und aperiodischer Funktionen 
in ihre spektralen Komponenten (harmonische Analyse) ist in den Geowissen¬ 
schaften weit verbreitet. Die duale Betrachtungsweise im Zeit- und Frequenz¬ 
bereich erhöht die Anschaulichkeit und gewährt gewichtige Rechenvorteile. 
Es ist nun wünschenswert, diese Vorzüge auch für zufällig schwankende Funk¬ 
tionen auszunutzen. Wie sich zeigen wird, sind stationäre Zufallsprozesse 
spektral zerlegbar. Wesentliche Prozeßeigenschaften können sowohl im Zeit¬ 
oder Ortsbereich als auch im Frequenz- oder Wellenzahlbereich angegeben 
werden. Die Äquivalenz beider Beschreibungsweisen wird in dem berühmten 
Theorem von N. Wiener und A. J. Ckintsch:in begründet. 

Nun versuchen wir, die o. a. Darstellungsmöglichkeiten einer periodischen 
(aperiodischen) Funktion mittels FouRiER-Reihe (FouRiER-Integral) auf 
zufällig schwankende Funktionen, genauer: auf stationäre Zufallsprozesse zu 
übertragen. Zu diesem Zweck nehmen wir an, daß S( tu*), m k € IN komplexe 
Zufallsgrößen mit 

E{S(w k )} — o, ieN, 8(m k ) = $k7), 

E{£(co y ) ÄK)} = C k ^ jk - j,ke N 

sind. d jk ist das KrönEOKER-S ymbol, 8(w k ) die zu S(w k ) konjugiert-komplexe 
Größe. Man überzeugt sich leicht, daß 


(3,2.9) 


m = 


1 +°° 
2T 


S(a> k ) e J "d 


(3.2.10) 


einen auf [— T, -\-T] periodischen stationären Prozeß darstellt. Um analog zu 
(3.2.5) das Verteilungsgesetz der Zufallsgrößen 8(w k ) aus dem Prozeß V(<) 
bestimmen zu können, müßten dessen sämtliche endlichdimensionalen Ver¬ 
teilungen zur Verfügung stehen. Da dies gewöhnlich nicht gewährleistet oder 
nicht praktikabel ist, begnügt man sich damit, die Parameter der Verteilung 
der 8(o> k ) zu bestimmen. Dazu benötigt man als Ausgangsinformation lediglich 
die AKF des Prozesses X(t), Aus der Definition der AKF sowie (3.2.9) und 
(3,2.10) folgt nämlich 

G(*) = E{J(Ö X(t + *)} = — a k 2 e ia ^ 


(3.2.11) 
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und daraus 

+ T , . 

. u* 2 = 2T j G(r) e-J“*' dt, kt IN. (3.2.12) 

-T 

Wie kann nun der Übergang auf den aperiodischen Fall T -> oo vollzogen 
werden? Zunächst kann man analog dem deterministischen Fall 

X(t) = rj- + £ 8(co k ) el“*‘Aw (3.2.13) 

schreiben. Um im Grenzfall für obige Summe ein Integral angeben zu können, 
muß ein geeigneter Integralbegriff eingeführt werden. Dieser Begriff wird das 
sog. stochastische Integral sein. 

Definition 3.5: Ein komplexwertiger Prozeß 0(m), cfR 1 heißt Prozeß mit 
unkorrelierten Zuwächsen, wenn für eine beliebige Folge {<u t } paarweise ver¬ 
schiedener Werte 

E{[^(«m) — <£("*)] [0(«W - 0(w;)]} = 0 für i 4 = k (3.2.14) 

gilt. 

Definition 3.6: Es sei / eine komplexe Funktion und 0 ein Prozeß mit unkorre¬ 
lierten Zuwächsen. Falls nun der Grenzwert ' 

/ f(a>) d0(m) := lim £ f(m k ) [0(o>* +1 ) — 0(m k )] (3.2.15) 

—oo n-«» k=~n 

existiert, so wird er stochastisches Integral von f bezüglich 0 genannt. 

Nunmehr kann man in (3.2.13) die Größen 8(m k ) Am als Zuwächse eines 
Prozesses 0 mit unkorrelierten Zuwächsen deuten: 

8(m k ) Am = 0(m k+1 ) — 0(m k ). (3.2.16) 

Damit geht die Darstellung (3.2.13) für T s- oo über in 
4-00 

X(<) = i- Jel‘“d0(m). (3.2.17) 


Wir haben hiermit auf heuristischem Wege den wichtigen Satz über die Spek¬ 
tralzerlegung stationärer Prozesse vorbereitet. 

Satz 3.2 (Spektralzerlegung stationärer Prozesse): Es sei X(t), t 6 (—oo, -j-oo) 
ein (im weiteren Sinne) stationärer Prozeß. Dann existiert ein Prozeß 0(m) mit 
unkorrelierten Zuwächsen derart, daß 


4-oo 



— oo 
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gilt. Diese Darstellung des Prozesses X(t) heißt Spektraldarstellung, <P(ic) zu¬ 
fälliges Spektralmaß. 

Analog dem periodischen Fall versucht man nun, aus der AKF Aussagen 
über das „mittlere Verhalten“ von abzuleiten. Dazu benutzt man 
Lemma 3.1: Für einen Prozeß &(a>) mit unkorrelierten Zuwächsen existiert 
eine nichtabnehmende Funktion F(a>) derart, daß 

E{1«PK) - 0(*>i)l a } = *(«,) - F(^)> «2 ä «i 

gilt. 

Mit Hilfe der Spektraldarstellung berechnet sich nun die AKF zu 

0(t) — E{X(f) X(t -f- t)} — lim —^ 27 27 e - J( w < t -"*<'+ , >) 

»-►oo 4:3T *=t_fl k= —n 

x E{[0( f u i+1 ) - $(«»,)] [<P(w k+1 ) - <Z>K)]} 

= lim —L 27 e i “*'[F(ö> i+1 ) — F(u>,)] 

n —fco »— —» 

+ oo 

— CO 

mit S(<o)F'(a))j2n. Damit ist das Theorem von Wiener/Chintsohtn vor¬ 
bereitet 

Satz 3.3 (Theorem von Wiener/Chentsohin) : Die Funktion C(x) ist genau 
dann die AKF eines (im weiteren Sinne) stationären Prozesses, wenn eine nicht- 
negative Funktion S(a>) existiert, so daß 

C( r) = oT-i { 8 ( 0 )), S(a>) = F{0(r)) (3.2.18) 

gilt. S(co) heißt Spektrdldichte oder spektrale Leistungsdichte. 

Aus den Eigenschaften (3.2.3) der AKF sowie (3.2.18) folgt 

8 (u>) = S(-w), S(a>) ^ 0, (3.2.19) 

+ CO 

G(0) = ^~ J S{a>) d<u. (3.2.20) 

—oo 

Ebenso wie die AKF 0{r) ist die äquivalente Kennfunktion im Frequenzbereich 
S(w) eine gerade und beschränkte Funktion, so daß in (3.2.18) die ^-Trans¬ 
formation durch die «^.-Transformation gemäß (2.4.9) ersetzt werden kann. 
Die Eigenschaften (3.2.19), (3.2.20) lassen sich aus den im Anhang Al, A2 
zusammengestellten Spektraldichten unmittelbar ablesen. 

Um den Begriff spektrale Leistungsdichte für S(o>) zu begründen, bedient 
man sich einer Analogie zur Elektrotechnik. Nach dem ÜHMSchen Gesetz 
I — UjB kann die elektrische Leistung P = TJ X I auch dargestellt werden als 
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F — I 2 XB — U 2 jB, ist also dem Quadrat der Stromstärke I oder der Span¬ 
nung U proportional (mit dem Proportionalitätsfaktor des konstanten Wider¬ 
standes B bzw. des Leitwertes ljB). Sind / = /(«), U = ü(t) periodische 
Zeitfunktionen (Wechselstrom!), mittelt man ihre Quadrate über eine volle 
Periode. Ist analog hierzu X(t) ein Zufallsprozeß, hat man über alle Realisie¬ 
rungen zu mittein. Der Quadratmittelwert E{[X(f)] 2 } = 0(0) ist dann ebenfalls 
proportional einer Leistung. Aus (3.2.20) liest man ab, daß dann S(o>) einer 
Leistungsdicftfe proportional sein muß bzw. die Leistung des Prozesses auf dem 
Frequenzintervall (co, w -j- da») angibt. Für die in den Geowissenschaften 
vorkommenden Prozesse existiert das Leistungsintegral (3.2.20) fast immer. 

Wegen des Faktors i/2 n in (3.2.11) ist noch eine Bemerkung zur Notation der &- 
Transformation angebracht. In der Literatur sind verschiedene (gleichwertige) Schreib¬ 
weisen üblich. Sie unterscheiden sieh voneinander dureh das Argument v (Frequenz) 
oder w = 2jtr (Kreisfrequenz) sowie die vor den Integralen stehenden Normierungs¬ 
faktoren. Jedes der gebräuchlichen Systeme hat Vor- und Nachteile. Mit der von uns 
benutzten Form (2.4.6), (2.4.7) treten im Faltungssatz (Tabelle 2.1, S. 43) keinerlei 
Normierungsfaktoren auf, dagegen kommt in allen Integralen über die Spektraldichte, 
z. B. (3.2.20), der Faktor vor. Er verschwindet, wenn man <o durch v ersetzt; dann 
hat man jedoch den Faktor 2 » in den Argumenten mitzuschleppen. Arbeitet man häufig 
mit dem Faltungssatz, empfiehlt sich die hier bevorzugte Notation. Dominieren dagegen 
Integrale über die Spektraldichte, versieht man besser die FouRiEB-Hintransformation 
mit dem Faktor 1/2». 


Beispiel 3.3: Breitbandrauschen. 


Gegeben sei ein Prozeß X(t) mit konstanter Spektraldiehte S a 
frequenz a> g , 


B(m) = 

\ 2 ß>g/ 



bis zu einer oberen Grenz- 


Die zugehörige AKF ist die Spaltfunktion, 


C(r) = =r-M<S(<n)} = A r cos WT do> = «E®sT = 

J 7 t T ü) g t 


mit Tq «3 l,9/ß) g , I — »/2o) g , X — l/ß/oig, Ji = 3/u 2 (o g 2 und Nullstellen bei r k — fea/co g ; 
k ~ 1,2,... (Abb. 3.3, a). Je breiter das Spektralband, uni so rascher fällt die AKF ab. 
Im Grenzfall e> g -> oo. 



= S 0 d(r), 


entartet die AKF zu einem DmAO-Impuls mit 1 = 0, und die Spektraldichte 


S(a)) = &{€( t )} = S 0 <?[ö( t)) S B ( — oo < <o < +oo) 


ist unbegrenzt (Abb. 3.3, b). In Analogie zur Optik (Spektralfarben!) bezeichnet man 
diesen entarteten Prozeß als weißes Rauschen. Seine Ordinaten sind für beliebige, ins¬ 
besondere für beliebig kleine Abstände r, r #= 0, korrelationsfrei. Wegen ( 7 ( 0 ) -> oo (un¬ 
beschränkte Varianz oder Leistung) kann ein solcher Prozeß real nicht existieren, ist 
jedoch gut geeignet, um chaotische Fluktuationen mit extrem schwach korrelierten Pro¬ 
zeßwerten zu beschreiben, z. B. hochfrequente Laserstrahlschwankungen (Abb. 3 . 3 , c), 


5 Meier/Keller 
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Aus dem weißen Bauschen können mittels linearer Filterung (Abschnitt 3.3.4.) Pro¬ 
zesse mit endlicher Leistung erzeugt werden; z. B. kann man breitbandiges Bauschen 
als ein durch einen Spalt der Breite cu g gefiltertes weißes Bauschen ansehen. Dies 
motiviert auch die Bezeichnung Spaltfunktion für die zugehörige AKF. 

Die speziellen Eigenschaften anderer AKF- und Spektraldichte-Modelle 
möge sich der Leser selbst verdeutlichen. Für die Modelle im Anhang Al, A2 
gilt allgemein: 

(1) Je breiter das Spektralband, um so stärker sind hochfrequente Fluktua¬ 
tionen am Prozeß beteiligt, die benachbarte Ordinaten stärker entkoppeln, 
so daß die zugehörige AKF rascher abklingt, und umgekehrt. 

(2) Zu monoton gegen Null abnehmenden AKF gehören Spektraldichten mit 
gleicher Eigenschaft (Modelle in Al). 

(3) Unter die r-Achse schwingende bzw. oszillierende AKF zeigen an, daß im 
Prozeß ein gewisser Frequenzbereich gegenüber benachbarten Bereichen do¬ 
miniert; zugehörig sind Spektraldichten mit beschränktem oder hervorgeho¬ 
benem Frequenzbereich (Modelle in A2). 

(4) Zu begrenzten Spektraldichten (mit Unstetigkeiten an den Begrenzungs¬ 
stellen) gehören oszillierende AKF (Modelle 3, 4 in A2), zu unbegrenzten 
Spektraldichten mit periodisch wiederkehrenden, hervorgehobenen Band¬ 
bereichen gehören AKF mit Unstetigkeitsstellen (Modell 5 in Al, Beispiel 3.6, 
S. 77). 

3.2.3. Systeme stationärer Prozesse 

Bisher wurde der Zusammenhang zwischen dem Wert A(<) eines Prozesses zum 
Zeitpunkt t und seinem Wert X(t + t) zum Zeitpunkt t + t untersucht. Von 
ebensolchem Interesse ist die Abhängigkeit des Wortes X(t) eines Prozesses 
vom Wert Y(t 4- t) eines anderen Prozesses. 



Abb. 3.3. AKF G(r) und Spektraldichte S(co) des breitbandigen (a) und des weißen 
Bauschens (b). Empirische AKF vertikaler Laserstrahlschwankungen im Zehner- 
sekundon-Bereich (c). Ausschnitt der Realisierung aqp) siehe Abb. 3.1. Korrelations¬ 
länge ,t 0 sa 20 s, Gronzfrequenz <sa 2 min -1 


Tabelle 3.1. Auto- und Kreuzkorrelationseigenschaften eindimensionaler Prozesse 
X(t), Y(t). 0 ist die zu G konjugiert-komplexe Funktion, für reellwertige Prozesse iden¬ 
tisch mit G. x := t” — t’. 

Prozeß- Korrelationseigensohaften 

Symmetrie 

Beschränktheit 

Instationär O xx (t', t") — C xx (t'', t') 

2|Re C xx (t', t")\ 

S G XX (t', t') -j- C xx {t", t") 

V X y(t', n = O rx (t", t') 

\G X y(t', t")\ 

<\PxxV, t')Gyy(t", t")Y* 

Stationär O xx (t ) = G x x (—r) 

|b ,e G xx (r)\ g C xx ( 0) 

G X y( r ) — Oy X (— t) 

\C X y(r)\ < \G XX ( 0) C Y y( 0)]V* 


Definition 3.5: Die Funktion 

K xr it', <"):= E{X(0 Y(t")}, 

C X y(t', t") ;= E{[A(f) - [ Y(t") - m y (t"))) 

heißt Kreuzkorrelationsfunktion, Kreuzkovarianzfunktion (KKF) der Prozesse 
X(t), Y{t); normiert 

K X y(t', t")l[K XX (t', f) Kyy(t", f")] 1 ' 2 , ) 

0 X y(l’, m\0 XX (t', t') Üyy(l", t")]«*. j (3 ' 2 ' 22) 

Die Eigenschaften der KKF sind, gemeinsam mit denen der AKF, in Tabelle 
3.1 zusammengestellt. Selbst wenn X(t), Y(t) (im weiteren Sinne) stationär 
sind, kann ihre KKF von t', t" einzeln abhängen. Andernfalls gilt 

Definition 3.6: Zwei stationäre Prozesse X(t), Y(t) heißen stationär verbunden, 
wenn ihre KKF lediglich von der Differenz t = t" — t' abhängt: 

0 X y{t', t") = O xy (t" - t') = Oxy(t). (3.2.23) 

Lemma 3.2: Zwei (im weiteren Sinne) stationäre Prozesse X(t), Y(t) sind sta¬ 
tionär verbunden, wenn sie gaußsch sind. Für zwei stationär verbundene, sta¬ 
tionäre Prozesse X(t), Y(t) gilt 

G xy (r) = O yx {-r), \C xy (r)\ g [G xx (0 ) G ry (0)yl*. (3.2.24) 

Das Maximum der KKF liegt im allgemeinen bei einem r* 4= 0. Die Lage 
dieses Maximums läßt sich anschaulich als Verschiebung deuten, für welche 
der Prozeß X(t) die größte „Ähnlichkeit“ mit Y(t -f t*) hat. Auch die KKF 


(3.2.21) 


6* 
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G xr (r) läßt sich einer ^-Transformation unterwerfen. Die der KKF äquiva¬ 
lente Kennfunktion im Frequenzbereich 


Sxy(co) = <?{C xr (t)} ^ J e~ im Gxy(t) dz 


(3.2.25) 


heißt gegenseitige Spektraldichte oder kurz Kreuzspektram der Prozesse X(t), 
Y(t). Da C xy (t) im allgemeinen weder eine gerade noch eine ungerade Funktion 
ist, wird S xy (co) komplexwertig. Zerlegt man G X y(t) in einen geraden 
und in einen ungeraden Anteil, so liefert die ,'f -Transformation des ersten den 
(geraden) Realteil, die des zweiten den (ungeraden) Imaginärteil von S xy (a>). 
Daraus folgt die Symmetrieeigenschaft 


S xy (<o) — Sy X (<o) — Sy X (—(ü). 

Aus der exponentiellen Schreibweise 

, , , , Im {N x y(to)} 

*«(»> = l^rMI tan = Re { fl„ (a>)) 


(3.2.26) 


(3.2.27) 


erkennt man, daß die KKF, im Gegensatz zur AKF, eine (relative) Phasen¬ 
information enthalten muß. <p{co) kennzeichnet die mittlere Phasenverschie¬ 
bung des Anteils von X(t) auf der Frequenz m gegenüber dem Anteil von Y(t) 
auf dergleichen Frequenz. j/Sxy(<u)| oder |/Sxy(w)[ 2 heißt Kohärenz, die Funktion 


•= 


8 xx ((o) Syy{m) 


(0 ^ x(tü) g 1) 


(3.2.28) 


normierte Kohärenz. Sie drückt den Ähnlichkeitsgrad von X(t) und Y(t) auf 
der Frequenz m aus, und zwar unabhängig von einer eventuellen Zeitverschie- 
bung der beiden Prozesse gegeneinander. 

In den geowissenschaftlichen Aufgabenstellungen kommen Systeme sto¬ 
chastischer Prozesse sehr häufig vor, und die Kreuzkorrelationsanalyse, resp. 
die Kreuzspektralanalyse für stationär verbundene Prozesse, erweist sich als 
wirkungsvolles Verfahren, um die vielfältigsten Zusammenhänge aufzudecken, 
z. B. ein schwaches Signal in einem starken Rauschen aufzufinden. Namentlich 
für die mehrdimensionalen Probleme in meteorologischen und geophysikali¬ 
schen Feldern eröffnet sich ein weites Anwendungsgebiet, so in der Turbulenz¬ 
theorie, in der physikalischen Geodäsie samt ihrer Fehlertheorie usf. — Auf 
KKF und Kreuzspektren stößt man bereits, wenn man die Eigenschaften einer 
algebraischen Summe von Zufallsprozessen untersucht. 


Beispiel 3.4: Summe und Differenz zweier Zufallsprozesse. 

Gegeben seien zwei stationäre Prozesse X(t), Y(t) mit m x (t) = m Y (t) ■. 
AKF und die Spektraldichte von Z(t) = X(f) ± Y(t). Aus 


; 0, gesucht die 


Z(t) Z(t + t) = X(t) X(t 4- t) ± X(t) Y(t + t) ± Y(t)X(t + r)+ Y(t) Y(t -f r) 
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folgt nach Mittelwertbildung 

Ggz(t) — Ürx( T ) i f’ X yi r ) _L O rx (r) + G Y y(r) (3.2,29) 

und nach Transformation in den Frequenzbereich 

S XX (cj) = S XX (ct>) zb S x y(o>) 4; 8y X (oi) + Syy(oi) . (3.2.30) 

Insbesondere gilt für r = 0 

ö«(0) = Gxx(O) ± 2C xr (0) + ö rr (0). (3.2.31) 

Mit der Schreibweise 

ay 1 = o x 2 db 2rTj- F -f- <j Y 2 (3.2,32) 


entspricht dies einem Spezialfall der „Fehlerfortpflanzung für korrelierte Meßgrößen 
X, F“. 


3.3. Lineare Transformationen 

3.3.1. Transformation von Zufallsprozessen 

Häufig ist ein stationärer Prozeß X(l) der Eingang in ein System, in welchem 
X(t) einer linearen Transformation unterworfen wird und als Folge dieser 
Transformation den Ausgangsprozeß Y(t) liefert (Abb. 3.4). Derartige Systeme 
können 

(1) Meßgeräte sein, die X(t) infolge ihrer Trägheit glätten, 

(2) mechanische oder elektrische Systeme sein, die durch X(<) in ihrem Gleich¬ 
gewichtszustand gestört werden und auf diese Störung mit Y(t) antworten 
oder 

(3) numerische Auswertevorgänge sein, denen X(t) unterworfen wird. 

In diesem Zusammenhang können drei Aufgabenstellungen unterschieden 
werden: 

(1) Die statistischen Eigenschaften des Eingangs X(i) und die Übertragungs¬ 
eigenschaften des Systems sind bekannt, diejenigen des Ausgangs Y(t) gesucht. 



Cü J o 


Abb. 3.4. Schema zur linearen Transformation stationärer Prozesse 
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(2) Die statistischen Eigenschaften des Ausgangs Y(t) und die Übertragungs- 
eigensehaften des Systems sind bekannt, diejenigen des Eingangs X(t) ge¬ 
sucht. 

(3) Die statistischen Eigenschaften von X(t) und Y(t) sind bekannt (gemessen), 
und man bemüht sich, durch sog. Eingangs-Ausgangs-Analyse auf die Über¬ 
tragungseigenschaften des Systems zu schließen. 

Um diese Problemstellungen behandeln zu können, muß untersucht werden, 
wie eine lineare Transformation die Eigenschaften von X(t), etwa die AKF und 
die Spektraldichte, verändert (Abschnitte 3.3.2. bis 3.3.4., ergänzt durch die 
Übertragungseigenschaften linearer Differentialgleichungen im Abschnitt 

5.2.1, ). Allgemein kann X(t) stationär oder instationär, gaußsch oder nicht- 
gaußsch usf., die Transformation linear oder nicht-linear sein. Am einfachsten 
gestaltet sich die lineare Transformation stationärer Prozesse im Rahmen der 
Korrelations- und Spektraltheorie; bei gaußschen stationären Prozessen werden 
damit die statistischen Eigenschaften sogar vollständig erfaßt. Bei den nicht 
spektral zerlegbaren instationären Prozessen sind wir auf die Behandlung im 
Zeitbereich bzw, die Korrelationsanalyse beschränkt (Abschnitt 3.3.5,). Nicht¬ 
lineare Transformationen kommen in den Geowissenschaften ebenfalls vor; 
in manchen Übertragungssystemen wirken lineare und nicht-lineare Anteile. 
Schwierigkeitsgrad und Rechenumfang nehmen im Vergleich zu den linearen 
Transformationen bedeutend zu. Nur gaußsche (gaußsche und stationäre) 
nichtlinear transformierte Prozesse lassen sich im Rahmen der Korrelations¬ 
theorie (Korrelations- und Spektraltheorie) behandeln; für nicht-Gaußsche 
Prozesse werden zusätzlich die höheren Momente bzw. die kompletten Ver¬ 
teilungen benötigt. Man kann sich jedoch in vielen Fällen mit der Linearisie¬ 
rung des Problems behelfen und (genügend genaue) Näherungslösungen für 
die zweiten Momente erhalten. 

3.3.2. Integraltransformationen stationärer Prozesse 

Als erste Art linearer Transformationen wollen wir die Integraltransformation 

4 -oo 

Y(t) — [K * X](<) ;= J K(t — s) X(s) ds (3.3.1) 

— CO 

betrachten. Dazu müssen wir uns verständigen, in welchem Sinne das Integral 
(3.3.1) zu verstehen ist. 

Definition 3.7: Eine Zufallsgröße Z heißt Integral des stationären Prozesses X(t) 
im quadratischen Mittel bezüglich der Gewichtsfunktion w, wenn 

lim E | Z - X! X{h) w{ti) (*,-+i — h) =0 


n —Mio 


(3.3.2) 
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gilt. Man schreibt für Z auch 

4-00 

Z = j w(t) X(t) dri 


(3.3.3) 


Unter welchen Umständen existiert nun das Integral (im quadratischen 
Mittel) eines stationären Prozesses? 

Lemma 3.2: Es sei X(t) ein stationärer Prozeß mit der AKF O xx . Existiert 
dann 


Y(t) = J K(t - s) X(s) ds, 


(3.3.4) 


so ist Y ( t) ebenfalls stationär, und es gilt 

Oyy — R * R * Oxx , (3.3.5) 

wobei R~{x) : = JT(— x) zu setzen ist. 

Wir wollen auf einen exakten Beweis des Lemmas verzichten und dafür den 
inhaltlichen Erwägungen den Vorrang geben. Wir nehmen an, daß das Integral 
im quadratischen Mittel existiert. Dann kann formal folgende Rechnung aus¬ 
geführt werden: 

{ +oo 4-00 "I 

/ R(t - s) X{s) ds / R(t + r - s) X(s) ds} 

-oo —O0 } 

= E I lim 27 R{t — Sf) X(Si) {s M — s t ) 

in >oj $—1 

X lim 27 R(t 4- 1 — Sj) X(sj) (s hl - s^)} 
m— k» j —l J 

n m 

= lim 27 U K ( ( ~ s i ) K( l 4- t — «j) 

B—i—1 j =1 
m-yoo 

X E{X(Sj) X(ä^)} (ä,' + i Sf) (Sj+i Sj) 

= lim 27 27 K(t - Si) R{t 4- * - s f ) Cxx(Sj ~ «;) 

■' ß—►oo i=l ;=1 

m— «o 

X (Si +1 S{) (Sj + i 8j ) 

n 4-oo 

= bm 27 K(t - s { ) (s j+1 - «,•) / R(t 4- t — s) C xx (s ~ «i) ds 

n—>oo »=1 —oo 

+ DO 

= / R(t — *i) [K * O xx ] (t + *~ «() ds 


= jT jKT (t — a) [R * C X x] (<t) der = R * R * Cxr( t ) • 
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Tabelle 3.2: Spezielle Integraltransformationen. j 2 = —1. 

Kern Integral- -Transformierte des Kernes 

transformation 

K f K(t - s) X(e) d« ?{K) S{K) S{K \ 

— oo 


6(x) X(t) 1 1 

[<5(* + h) - S(x - h)]/2h [X(t + h)-X(t~ A)]/2ft j sin {<oh)jh. sin 2 (uh)lk? 

1 +» 1 +» sin [(2» + 1) (oh! 2] sin 2 [(2» + 1) mhf2] 

2n -)- 1 ,JL„ Ö ^ X + Vh) 2n + 1 ,JL n Xif + vV> (2n + 1) sin Uahfi) (2n + l) 2 sin 2 (uhj2) 

* 1 

H(x) ( X(s) ds — (o> 4= 0) «r* (o) 4 0) 



Für die Spektraldichten lautet das Transformationsgesetz 

Syy(co) = c T\K-\ J{K) S xx (m) . (3.3.6) 

Diese Beziehung entsteht durch formale cF-Transformation aus (3.3.5). In 
der allgemeinen Ihtegraltransformation (3.3.1) sind viele wichtige Spezialfälle 
enthalten, die sich durch geeignete Wahl der Kerne K erzeugen lassen (Ta¬ 
belle 3.2). 

3.3.3. Differentiation stationärer Prozesse 

Ebenso wie die bereits betrachtete Integraltransformation ist auch die Dif¬ 
ferentiation eine lineare Operation. Unter Differentiation eines stationären 
Prozesses wollen wir hier die Ableitung im quadratischen Mittel verstehen. 

Definition 3.8: Ein (im weiteren Sinne) stationärer Prozeß X(l) heißt im qua¬ 
dratischen Mittel differenzierbar, wenn ein Prozeß X'(t) existiert, so daß 

lim E j^X'(f) - X(l + h) h ~ ■■■ j 2 j = 0 (3.3.7) 

gilt. Der Prozeß X'(t) heißt dann Quadratmittelableitung von X(t). 

Lemma 3.3: Die Quadratmittelableitung X'(t) eines Prozesses X(t) existiert 
genau dann, wenn seine AKE O xx zweimal differenzierbar ist. 
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Lemma 3.4: Es sei X(t) ein im quadratischen Mittel differenzierbarer statio¬ 
närer Prozeß mit der AKF G xx und der Spektraldichte 8 XX . Seine Ableitung 
sei X'{t). Dann gilt: 

(1) . E{X'(*)} - 0. (3.3.8) 

(2) X'(t) ist wiederum stationär, und es gilt 

C X ‘ X >{ r) = -C$ x (t), (3.3.9) 

(3) Srr(a>) = co*S xx (co). (3.3.10) 

Das Lemma 3.4 soll nun formal begründet werden: 


(1) E{X 


'(<)} = Efliml 

[k-yQ n 


[X(< + h) - X(*)] 


l[ = lim T 

) A-K) h 


[EX(< A) — EX(t)] —0. 


(2) C X ’ X '(r) - E lim 
1 a-k> 


X(t -j- t h) — X(t -j- t) X(t -f- Je) — X(f)"| 

l X I — 


A-X) 

— lim j-j- [li 

A-K) l> 


[Cxx( r -\-h — h) — O xx (z + h) — C xx (t — k) + Cj^r)]} 


— lim 


h — h) — C xx (t -)- h) 

ic— h> & 

G xx (t — k) — Uur( T ) jj 


= lim T [~C' xx (t + h) -f- C xx (t)] = —C xx (t). 

A—k> n> 

S X ' X '{eo) — 'L{C X ' X ') — — <L{ C xx ) = 0) 2 <L{C xx ) = (O^Sjcxia)). 



Abb. 3.5. Beispiel eines nichtdifferenzierbaren Prozesses: AKF C(r) vom Exponential- 
typ und zugehörige Spektraldichte 8(<o) ■ ' ■ 
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Beispiel 3.5: Stationärer Przozeß mit AKF vom Exponentialtyp. 

Der Prozeß X(t) mit 

Oxxto « r "W, $xxH = 

ist nicht differenziorbar: Die AKF von Ox'x'( T ) = ~^xx( r ) rll 't Cx'x’ir) 

— C X 'x'(~ T ) existiert nicht, denn C'(r) besitzt bei r = 0 eineSprungstelle (Abb. 3.5). Im 
Frequenzbereich entspricht diesem Sachverhalt eine unbegrenzte und daher nicht ab¬ 
solut integrierbare Spektraldichte S X ’ X ’( ( 'j) = d, h., es existiert zu Sx'x'{o>) 

keine S ~ l -Transformierte gemäß (3.2.18). 

Analog zur Definition 3.8 kann man auch höhere Ableitungen im quadrati¬ 
schen Mittel einführen. Es ergeben sich dann die in Tabelle 3.4, S; 79 auf¬ 
geführten Regeln der Kovarianz- und Spektralfortpflanzung. 

Die Differentiation im quadratischen Mittel ist in gewisser Weise die Um¬ 
kehrung der Integration im quadratischen Mittel. 

Lemma 3.5: Es sei X(t) ein im quadratischen Mittel integrierbarer stationärer 
Prozeß mit der AKE C XX und der Spektraldichte 8 XX . Dann ist der Prozeß 

t 

Y(t) := / X(s) ds (3.3.11) 

— oo 

im quadratischen Mittel differenzierbar, und für Y'(t) gilt 

Oy'y'(t) = C XX (t), Sy’y'((o) — 8 X x( 0J ) • (3.3.12) 

Formal ergeben sich die Beziehungen (3.3.12) wie folgt: 

Gyy(t) — \.H~ *H * Cxx] ( T )> 

Gyy(r) = -C%(T) = —[H~ * H * C xx }" (r) 

= ~[H~' * H' * C X x] (t) = -[-4* S * Cxx] (t) = C xx (t ), 

8yy(a>) = <F{Cyy\ — == Sxx(co) . 

Neben dem Ableitungsbegriff im quadratischen Mittel spielen noch andere 
Ableitungsbegriffe eine Rolle. Beispielsweise ist der WiENEBsche Prozeß im 
quadratischen Mittel nicht differenzierbar. Bildet man jedoch seine distribu¬ 
tionentheoretische Ableitung, so erhält man den als weißes Rauschen bezeich- 
neten Prozeß (vgl. Abschnitte 5.1.1. und 5,1.2.). 


3.3. 4. Lineare Filterung stationärer Prozesse 

Als lineare Filteroperation kann jede auf einen Prozeß X(t) wirkende lineare 
Operation angesehen werden, da sie dessen Spektraldichte 8 X x( «>) verändert 
(Abb. 3.4, S. 69). Entsprechend den in den Abschnitten 3.3.2. und 3.3.3. 
behandelten beiden Arten linearer Operationen gibt es Integrationsfilter und 
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Differentiationsfilter mit den FiltervorSchriften 


+ oo 

=/»<'- 


s)X(s)d s> Y(t)^^X(t). 


(3.3.13) 


Die Funktion g des Integrationsfilters heißt Cewichtsfwnktion und ihre $ - 
Transformierte G(jm) := T{g\ Filter- oder Durchlaßcharakteristik. Bei Diffe¬ 
rentiationsfiltern treten diese Begriffe zunächst nicht auf. Man kann aber g 
formal durch Deltafunktionen ausdrücken, indem man die Integraltransfor¬ 
mation (3.3.1) durch geeignete Wahl des Kernes auf Differentiationsfilter 
zurückführt. Man darf jedoch nicht übersehen, daß der angegebene Forma¬ 
lismus nur gültig ist, wenn man vorgreifend allgemeinere Funktions- und 
Ableitungsbegriffe benutzt. 

Die Filterwirkung besteht darin, daß diejenigen Spektralanteile auf der 
Frequenz tu, für die |ö(jo>)| > 1 (<1; 0) gilt, verstärkt (abgeschwächt; unter¬ 
drückt) werden. Ist g gerade, so ist (?(ja>) reell und die Filterung phasentreu. 
Andernfalls tritt eine (frequenzabhängige) Phasenverschiebung 


<p(a>) — arc tan 


Im (g(jft))} 
Re (fr(jcü)} 


(3.3.14) 


zwischen X(t) und Y(t) auf. Die Spektraldichte 8yy(a>) des gefilterten Pro¬ 
zesses Y(t) ist gegenüber 8 xx (a>) des ungefilterten Prozesses X(t) gemäß 


8yyW = UH SxxH 


(3.3.15) 


verändert. Die Funktion U(m) = ff(jeo) (r(jm) = |ff(jw)| 2 wird Übertragungs¬ 
funktion des Filters genannt. Beziehung (3.3.15) wurde im Abschnitt 3.3.2. 
für Integraltransformationen begründet, gilt jedoch in einem allgemeineren 
Sinn für jede lineare Filterung eines stationären Prozesses. Ferner gilt 

8yy(w) = <?(]*->) Syx(co) = S(H 8 xy (co) (3-3.16) 

mit den gegenseitigen Spektraldichten 

S X y(o)) = ö(jft)) 8 X x( m )> 8yx(o>) = G(](o) S X x(<») (3.3.17) 

und nach dem Theorem von Wienek/Chintschin 

Cyy =J-l{Syy}, C X y = ^{8 X y} , Cyx = y-HSyx) . (3.3.18) 


Ist die Filterung phasentreu mit <p ~ 0, G = (7 = \G\, so wird 8 X y — S YX 
und C xy = C YX . X und Y sind somit ein Paar stationär verbundener Prozesse, 
wie sie in Abschnitt 3.2.3. eingeführt wurden. 

Aus der Elektrotechnik stammt eine anschauliche Einteilung der Filter: 
Man nennt einen Filter Hochpaßfilter (Tiefpaßfilter), wenn \G\ mit wachsendem 
to wächst (fällt), d. h. hochfrequente (niederfrequente) Anteile durchgelassen 
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Filtercharakteristik Übertragungsfunktion Phasenverschiebung 

G(jco) G(jo>) G(jo>) = \G(jw)\ 2 tan <p(m) 


jü) CO 2 +oo 

[1 — exp (—)«>A)]/A sin 2 (coA/2)/(A/2) 2 -fsin (a>A)/2 sin 2 (toA/2) 

jisin (toA/2)/(A/2) sin 2 (<oft/2)/(A/2) 2 + <x> 

[exp (+;«>A) — 1]/A sin 2 (a>A/2)/(A/2) 2 —sin (a>A)/2 sin 2 (cuA/2) 



cos cuA cos 2 ojh 0 

sin | (2» + 1) o>A/2] sin 2 [(2» 4- 1) a>A/2] ^ 

(2 n + 1) sin (<»A/2) (2» -J- l) 2 sin 2 (ojhj2) 

Wird dagegen X(t) verschiedenen Filterungen mit G x G 2 , ..ß„ unterworfen 
und addiert man die gefilterten Prozesse, so ist die Charakteristik der gesamten 
Operation (sog. additive Filterung, Abb. 3.6) 

G^G 1 +G 2 + - + G n . (3.3.20) 

Diese beiden Möglichkeiten der multiplikativen und additiven Filterung kann 
man einerseits ausnutzen, um Filter mit einer gewünschten Wirkung zu kon¬ 
struieren, andererseits um Filterwirkungen von Meß- und Auswerteverfahren 
zu analysieren (vgl. Beispiel 3.6). Werden z. B. ein Hoch- und ein Tiefpaßfilter 
(unabhängig von der Reihenfolge) nacheinander angewandt, fällt die resul¬ 
tierende Charakteristik |ß(j<o)| beidseitig eines Maximums ab (Abb. 3.6). 
Derartige Bandpaßfilter sind ein geeignetes Hilfsmittel, um periodische oder 
quasiperiodische Vorgänge im Beobachtungsmaterial aufzufinden, kommen 
aber auch als spezifische Eigenschaften von Meß- und Auswerteverfahren vor. 

Beispiel 3.6: Das geometrische Nivellement als Bandfilter. 

Der nivellitische Höhenunterschied Ah über eine Strecke l = 2 sn ergibt sich als Summe 
von n Standpunktdifferenzen <3 h aus Lattenablesungen im Rückblick (Ä) und Vorblick 
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(V) mit- der Zielweite s (Abb. 3.6, a) zu 


Ah = 1’ <5A; = Z(R { - F<). 
* —1 »=1 


(3.3.21) 


Wegen s l kann 


n xk. 

Ah — JJ —'-dt durch Ah 
J-i * 


4 - 1/2 

= J h'(t) dt 


approximiert- werden. Faßt man das Höhenprofil h(t) entlang des Nivellementsweges t 
als stochastischen Prozeß (mit den Meßwortfolgen fß,), {F;)) auf, entspricht diese 
Rechenvorschrift einem Differentiationsfilter (Hochpaß) mit anschließender Integration 
(Tiefpaß) und die gesamte Operation einem Bandpaß mit den Durchlaßcharakteristiken 
(vgl. Tabelle 3.3 und Multiplikationsrogel (3.3.19)) 

<?i = jto, G t = sin (o»7/2)/(cu/2), (?,ö 2 = 2j sin (colj 2). (3.3.22) 

Sei h(t) ein stationärer Prozeß mit der Spektraldichte S M (co), dann gilt nach (3.3.15) 

SAhAh(“>) = l<W S hh (<o) = 4 sin 2 (call 2) S hh (m) (3.3.23) 

mit Bandbereich 0 bis 2 aß, periodisch in 2 nß (sog. Kammfilter - y Abb. 3,7, b). Die spe¬ 
zielle Form von<S' ÄA (ö)) bestimmt dio Höhe der Maxima vonS AhAh (a>) bei tu = (2* + 1) nß, 
k = 0, 1, 2, ... — Sei z. B. <7 aa (t) vom Exponentialtyp (Anhang Al, Modell 2a), dann 


t r s t f 



W/C Ä hAh(0) 




Abb. 3.7. Das geometrische Nivellement als Bandfilter, (a) Meßprinzip, (b) Übertra- 
gungsfunktion U(ca) und Spektraldichte S AtAi (c o) für Höhenunterschiede Ah über Strek- 
kenlängen l, (c) AKF-Modell C AllAh ( r), (d) empirische Korrelationskoeffizionten gemes¬ 
sener Ah im Abstand r = klß, k = 1,2,..., mit Klassenbreite 0,5 km 


Tabelle 3.4: AKF und Spektraldichten linear transformierter eindimensionaler Prozesse T(f). 
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nehmen die Höhen der Maxima ~o> ab, S AhAll {(o) ist absolut integrierbar, und nach 
(3.2.18) erhält man die AKF 

<W' r) = = VP«(|t|) - e([r\ + l) - e{\\r\ - (|)] (3.3.24) 

mit e(x) — exp (—xjd), vgl. Abb. 3.7, c. Im realen Nivellement mit diskreten Meßwerten 
und überlagerten Meßfehlern wird dieses vergleichsweise einfache, kontinuierlich appro¬ 
ximierte AKF-Modell natürlich modifiziert, insbesondere die Sprungstelle bei r = Jd 
weitgehend getilgt. Benachbarte zlA sind in der Regel nur schwach korreliert (Abb. 
3.7 d). 

Sei ferner h(t ) = 0 (Nivellement in der Ebene), dann sind O hh (j), C AhAh (r) reine Fehler- 
AKF und aus 

0JA = üiju/kl 0 ) = 2<r* 2 [l - exp (-*/<*)] <=e Zo h Hjd ( l ^> d) (3.3.25) 

liest man ab, daß die Fehlervarianz der Höhenunterschiede mit der Streckenlänge l 
wäehst und außerdem mit zunehmender Korrelationslängo (t 0 ~ d) der ursprünglichen 
Meßfehler abnimmt. Letzteres ist eine Folge der Differenzenbildung an den Instru¬ 
mentenstandpunkten (vgl. hierzu auch Beispiel 3.4, S. 68). 

Die Bandpaßeigenschaften des geometrischen Nivellements sind vor allem zu be¬ 
achten, wenn vertikale Erdkrustenbewegungen aus Wiederholungsnivellements ab¬ 
geleitet werden (vgl. Beispiel 6.9, S. 186). 
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8t 


gegenseitige Spektraldichte S„ 

X stationär 

X stationär 

ocO XY (r) 

QcSjfyifl)} 

Tr 

jcoSxxH 

d 2 

d? 

—(ohS xx (oj) 


+a> i S XY (co) 

Anim 

(-1 ) n {jco) n (jü)) m S XY (o>) 

/ t") @xyW ~ ^i) W 

0 


<1 

/ / VxlfixyT - t') df' dt" 

0 0 


?2 = t") 



3.3.5. Lineare Transformationen instationärer Prozesse 

Bisher wurden lediglich lineare Transformationen von im weiteren Sinne sta¬ 
tionären Prozessen betrachtet. In den Anwendungen treten aber auch Prozesse 
auf, deren Mittelwert m(t) und/oder Varianz <x 2 (() nicht konstant sind, sondern 
mit dem Parameter t variieren. Diese Prozesse sind „gutartige“ Abweichungen 
vom im weiteren Sinne stationären Pall, denn durch Subtraktion von m(t) 
und anschließender Division durch o(t) entsteht aus ihnen wieder ein im wei¬ 
teren Sinne stationärer Prozeß. Mehr Anlaß zur Sorge bieten Prozesse X(t), 
deren AKF C xx wirklich von beiden Parametern t', t" und nicht nur von der 
Differenz % = t" — t' abhängen. Der Übergang zum instationären Fall bringt 
den Vorteil mit sich, eine wesentlich breitere Skala von Anwendungsproblemen 
behandeln zu können. Dieser Vorteil muß allerdings durch einen Verzicht 
auf die spektrale Betrachtungsweise erkauft werden. Eine Spektralzerlegung 
verliert, abgesehen von mathematischen Gegenargumenten,, im'instationären 
Fall ihren physikalischen Sinn; impliziert doch der Begriff „Spektrum“ eine 
zeitlich konstante Leistungsverteilung, woraus notwendig eine zeitliche Kon¬ 
stanz der stochastischen Eigenschaften folgen muß. 


6 Meier/KeUer 
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Obwohl es durchaus angängig ist, instationäre Prozesse linear zu filtern, 
hat man keine Möglichkeit, die Filter Wirkung wie bei den stationären Prozessen 
im Frequenzbereich zu verfolgen. Üblich ist z. B. die Hochpaßfilterung in¬ 
stationärer Prozesse, um niederfrequente Variationen (,,Trend ) mit dem Ziel 
zu eliminieren, diese Prozesse „stationär“ zu machen. Allgemeiner gesagt 
läßt sich jede lineare Transformation, speziell die in den Abschnitten 3.3.2., 
3.3.3. behandelten Integral- und Differentiationsoperationen, auch auf in¬ 
stationäre Prozesse anwenden; die Prozeßeigenschaften können jedoch nur 
im Zeit- bzw, Ortsbereich angegeben werden. Die Kovarianzfortpflanzung 
erfolgt im Unterschied zum stationären Fall, wo die betreffende Transforma¬ 
tion zweimal auf das Argument r der AKF G( r) des zu transformierenden Pro¬ 
zesses ausgeübt wird, indem die AKF G{t', t”) bezüglich jedes der beiden Argu¬ 
mente t', t" einmal der Transformation unterworfen wird. Die wichtigsten Regeln 
der Auto- und Kreuzkovarianzfortpflanzung sind in den Tabellen 3.4 und 3.5 
zusammengestellt. 

Lineare Transformationen mit instationären Prozessen führen wieder auf 
den instationären Fall. Im Beispiel 3.7 werden ein in den Geowissenschaften 
typischer instationärer Prozeß und seine erste Ableitung vorgestellt, wobei 
wir Gelegenheit haben, die Differentiationsregeln in Tabelle 3.4 und 3.5 anzu¬ 
wenden. 

Beispiel 3.7: AKF des vertikalen Temperaturgradienten yi— dTjdz und KKF zwischen 
T und y. 

Die AKF der Temperatur T, die der vereinfachten Wärmeleitungsgleichung (1.2) 
genügt (vgl. Beispiel 5.7, S. 142), ist für einen festen Zeitpunkt 


0 TT (z', z") = a 2 exp {—A 2 ((z' + z") + j(z" - z')]| 

mit 

Ro (O rr ) = <r 0 2 exp {-KW + 2")] cos [A 2 (z" - »01 

(3.3.26) 

und der Varianz 


a r 2 (s) = C TT (z, z) — <r„ 2 exp (—2 K 2 z), a T 2 ((i) = a„ 2 . 

(3.3.27) 

Mit den Differentiationsregeln in Tabelle 3.4 und 3.5 erhält man die AKF von y 

°” (s '’ z " } = iJb' z " } = 2K, °^ {Z ’’ z "> 

(3.3.28) 

mit 

Ro [Oyy\ = 2A* Re {C TT ) 


und der Varianz 


a 2 (z) = 0 yy (z, z) = 2A‘V(2) 

(3.3.29) 

sowie die KKF zwischen T und y 


0 Ty (z', Z ") = —yy CtW, z") = -A 2 (l + j) C TT (z', z"), 
dz 

(3.3.30) 

Oy T {z', z") = ~ C TT (z\ z") = — A 2 (l - j) C T W, z") 
oZ 

(3.3.31) 


I 


( 


Re lO Ty ] = Re {O yr ) = -KW exp {-KW -f z")] w(z" - z’), 
U!(z" — %') = cos \KHz” - *')] -}- sin [KHz" - z')] 

= V2cos[A 2 (z" - z') — Jt/4] 
und den Kreuzkovarianzen im Punkt z' = z" = z 


a Ty (z) = 0 Ty (z, z) = — A 2 ( 1 -f- j) cr r 2 (z), 
ffj, T (z) = O yT (z, z) = — A 2 (l — j) a T 2 (z), 
Re Wy] = Re {a yT ) = —A% r 2 (z). 


(3.3.32) 


Die AKk C ry und die KKF 0 Ty , O yT besitzen die gleiche Struktur einer gedämpften 
Welle wie die AKF Gj y ; die KKF sind gegon die AKF um ■—n/4 phasenverschoben. 
In einunddemselben Punkt z' = z" = z sind T und y mit 


-KW(z)l[W(z) x 2A% T 2 (z)]Ü 2 = — V2/2 
kreuzkorreliert. 


Etwas anders gelagert ist das folgende Beispiel 3.8. Auch hier erhält man 
aus einem instationären Prozeß nach ausgeübter Integraltransformation 
wieder einen instationären Prozeß. Aber auch aus einem stationären Prozeß 
entsteht ein instationärer, weil der Grad der Glättung von der oberen Grenze 
des Integrals abhängt. 

Beispiel 3.8: V arianzen und Kovarianzen von Refraktionswinkeln und wirksamen Re- 
fraktionsleoe/jizienten bei Vertikalwinkelmessungen. 

Auf einem Punkt P werde dor Vertikalwinkel f nach einem Punkt Q gemessen. Infolge 
unterschiedlicher Luftdichte ist der Zielstrahl PQ gekrümmt und der gemessene Winkel 
G um den Refraktionswinkel <5 im’Standpunkt P verfälscht (Abb. 3.8). Nach Feabnley 
( 1884) ergibt sich <5 als spezielle Lösung dor Krümmungsgleichung des Zielstrahls in der 
%-z- Ebene zu 

S 

<5 = qI(s)/Rs, I(s) = j (s —x) x(x) da:. (3.3.33) 

o 

s = PQ & PQ ist die Zielweite, x(x) der lokale Refraktionskoeffizient (= Produkt aus 
Strahlkrümmung entlang * und mittlerem Erdradius R), q = 180°/w. Unter der An¬ 
nahme kreisbogenförmiger Zielstrahlen ist der geodätisch wirksame (integrale) Refrak¬ 
tionskoeffizient k = 2 BÖ/qs — 2 I(s)/s 2 . 

^ Sei x(x) ein (nicht notwendig stationärer) Prozeß mit der AKF G xlt (x', x") und werde 
- 1 v on P nach Q ,. -, von P nach gleichzeitig und in gleicher Richtung % gemessen. 


Abb. 3,8. Zielstrahl PQ in einer Vertikalebene 



6 * 
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Dann ergeben sich nach Integrationsregel in Tabelle 3.4 oder 3.5 die Kovarianzen 
zwischen <5 X und ö 2 , und fc 2 zu 

«j) = Cs, Si (s v s 2 ) = § 2 /(a x , s«)/ÜVi. 

C ktk ,(s lt s a ) = (?*,*,(«!, s 2 ) = 4/(s 1 , « 2 )/»iV> 

/(«!,« a ) = / / («i - *') (* 2 - *") C„M, x ") Ax ' dx "> 

0 0 

Sind also Punktionen der Zielweiten {= oberen Integrationsgrenzen) s lt s s . Wird 
= s 2 = s , erhält, man die Varianzen von (5 und k, 

<y^(s) = q 2 I(s, s)jR 2 s 2 , ff* 2 (s) = 4 1(s, *)/«*, (3.3.35) 

welche ebenfalls von der Zielweite s abhängen. 

Im Allgemeinfall räumlich verteilter Ziehungen zu verschiedenen Zeiten, z. B. Beob¬ 
achtung eines trigonometrischen Höhennetzes, sind die Zielstrahlen in den IR 3 einzu¬ 
betten, und es ist über ein raum-zeit-abhängiges Zufallsfeld x — x(x, y, z ; t) zu inte¬ 
grieren. 

Literaturhimoeise: Aus der Reihe der anspruchsvollen mathematischen Werke zur 
Theorie der Zufallsprozesse nennen wir Rosanow (1975) und An r>f;L (1984). Für den 
Anfänger leichter zugänglich sind —■ etwa in der Reihenfolge des Schwierigkeitsgrades 
die geophysikalisch orientierte Darstellung in Taubenheim (1969), ferner .Taqi.Om 
(1969) und Swesöhnikow (1965). Über Filterverfahren siehe die Monographien von 
Holloway (1958) und Kbrtz (1966), über Beziehungen zur Informationstheorie etwa 
(Jemand und Jaolom (1958), Oi.bbko und RIköozi (1984). Die vorwiegend in der 
Turbulenztheorio als Äquivalent zur AKF benutzte Strukturfunktion wird oingeführt 
bei Obuohow (1958); Anwendungen finden sich u. a. bei Tatabskxj (1967). 


(3.3.34) 


4. 


Mehrdimensionale Zufallsprozesse 


4.1. Prozesse im euklidischen Raum 

4 .1.1. Grundbegriffe und Definitionen 

Definition 4.1: Ein Zufallsprozeß X = X(x l , ai 2> ..., x n ), der von den reellen 
Variablen x u x 2 , ...,x n abhängt, heißt n-dimensionaler Zufallsprozeß oder »- 
dimensiomles skalares Zufallsfeld. Man schreibt auch kürzer X - X(x), wobei 
x = [*,, x 2 ,..., x n y den Ortsvektor eines Punktes im «-dimensionalen eukli¬ 
dischen Raum IR* bezeichnet. 

Definition 4.2: Ein Zufallsprozeß X — [V,, X 2 , ..., V„] T , dessen Komponen¬ 
ten die i. allg. mehrdimensionalen Prozesse X,(x), X 2 (x),..., X n (x) bilden* 
heißt n-dimensionaler vektorieller Zufallsprozeß oder n-dimensionales vektorielles 
Zufallsfeld. 

Der Begriff des «.-dimensionalen Zufallsprozesses oder -feldes ist den geo- 
wissenschaftlichen Problemen geradezu ideal angepaßt, denn hier haben wir es 
vorzugsweise mit Feldern X = X(x; t), X — X(x; t), die vom Ortsvektor x 
eines Punktes im IR 3 und von der Zeit t abhängen, zutun. Die eindimensionalen 
Prozesse sind häufig nur Sonderfälle «-dimensionaler Prozesse, in denen n — 1 
\ariable festgehalten wurden. Oft sind solche Vereinfachungen meßtechnisch 
motiviert. So stellen z. B. die Registrierungen an Observatorien oder anderen 
ortsfesten Meßstellen Realisierungen von Feldgrößen als Funktion der Zeit 
dar, und Profilmessungen entsprechen Realisierungen von Feldgrößen, die 
von einer Ortskoordinate abhängen. Die wenigsten Probleme lassen sich 
indessen im IR 1 lösen. Bereits einfache geometrische Messungen wie geo¬ 
dätische Winkel-, Strecken- und Höhenunterschiedsmessungen einschließlich 
ihrer Differenzen aus Wiederholungsmessungen sind im IR 3 verteilt und er¬ 
folgen zu verschiedenen Zeiten, sind daher von raum- oder raum-zeit-abhän- 
gigen Feldern wie dem anomalen Schwerefeld, dem Refraktionsfeld und daher 
auch meteorologischen Feldern, den Deformationsfeldern von Erdkruste und 
-boden beeinflußt. Umgekehrt lassen diese Messungen Schlüsse auf einige 
dieser Felder wie Refraktions- und Deformationsfeld zu. Die mehrdimensio¬ 
nale Betrachtungsweise ist daher unumgänglich. 

Eine Reihe von Eigenschaften können vom ein- auf den mehrdimensionalen 
Fall sofort sinngemäß übertragen worden; andere, wie z. B. die Richtungs¬ 
abhängigkeit oder -Unabhängigkeit kommen neu hinzu. Den Begriff der 
Statin,mrität werden wir weiterhin verwenden, wenn die Prozeßeigenschaften 
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Tabelle 4.1: Mittelwert-, Autokovarianz- und Varianzfunktionen »-dimensionaler Zu¬ 
fallsprozesse. Definition: (4.1.1), Verschiebungsinvarianz: (4.1.2), Verschiebungs-und 
Drehungsinvarianz: (4.1.3) 

Mittelwert¬ 

funktion 

Autokovarianzfunktion 

Varianzfunktion 


m n (x) 

n 0{x', X") 

n C(x, x) 


E(A(*)} 

E{[X<*') - m(äc')] [X(x") 

- m(x")]} E{[X(*) - m(®)] 2 ) 

(4.1.1) 

ot„ = const 

”G(x" - x') ------ ”C(r) 

”C(o) — const 

(4.1.2) 

m n — const 

”C(\r\) = n C(r) 

n C(o) = oonst 

(4.1.3) 


zeitlich konstant sind. Bleiben die Prozeßeigenschaften bei Ortsverschiebungen 
erhalten, benutzen wir (wie z. B. in der Turbulenztheorie) den Begriff der 
Homogenität. Um auch in den Symbolen die Zeit- und Ortsunabhängigkeit 
wenn nötig zu unterscheiden, seien ferner wie bisher t die Zeitverschiebung, 
m die Kreisfrequenz, zusätzlich Ax } , j — 1,2, ...,n oder Ax, Ay, Az Ortsver- 
schiebungen in den Koordinatenrichtungen und k jt j = 1,2 ,..n oder k x , k v , 
k t Kreiswellenzahlen zur Darstellung homogener Prozesse im Wellenzahlbe¬ 
reich (äquivalent tu im Frequenzbereich). Außer den rechtwinklig-kartesischen 
Koordinaten benutzt man — je nach Aufgabenstellung — zweckmäßig auch 
Polarkoordinaten für ebene Prozesse, Kugel- oder Zylinderkoordinaten für 
räumliche Prozesse. Von einfacheren zu komplizierteren Sachverhalten fort¬ 
schreitend, werden wir zuerst die skalaren Prozesse, speziell homogene und 
homogen-isotrope Prozesse im Rahmen der Korrelations- und Spektraltheorie 
behandeln. Lineare Operationen mit diesen Prozessen, etwa die Gradient¬ 
bildung, führen uns dann zu den Vektorprozessen bzw. Systemen statistisch 
verbundener Prozesse (Feldtheorie). 

4.1.2. Homogene und homogen-isotrope Prozesse 

In den Abschnitten 3.1.1. und 3.1.2. haben wir gewisse Kennfunktionen ein¬ 
dimensionaler Prozesse eingeführt. Das gleiche ließe sich für mehrdimensionale 
Prozesse wiederholen. Wir verzichten auf eine ausführliche Schreibweise und 
geben die Definitionen der Momente 1. und 2. Ordnung sowie ihre Spezialfälle 
in Tabelle 4.1 an. Anstelle der skalaren unabhängigen Variablen t, t im IR 1 
stehen jetzt Vektoren a?, r; die Mittelwertfunktion ist in einem Gebiet n T cz IR”, 
die Quadratmittelwertfunktionen sind in n T X n T definiert. Insbesondere hängt 
die AKF im allgemeinen Fall von den Ortsvektoren x', x" zweier Punkte im 
IR” ab; sie ist in jedem Fall eine beschränkte und symmetrische Funktion. 

Das w-dimensionale Äquivalent des im Abschnitt 3.2.1. eingeführten (im 
weiteren Sinne) stationären Prozesses ist der (im weiteren Sinne) homogene 
Prozeß mit den Eigenschaften (4.1.2). Modell-AKF eindimensionaler Prozesse 
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hatten wir durch ausgezeichnete Parameter wie Korrelationslänge, Integral- 
und Mikroskala usf. charakterisiert. Diese Begriffe kann man nun sinnge¬ 
mäß auf mehrdimensionale homogene Prozesse übertragen. Wie im einzelnen 
vorzugehen ist, sei für einige Parameter am Beispiel eines ebenen homogenen 
Prozesses X(x, y ) mit der AKF 2 C(r) = 2 C(Ax, Ay) — 2 C(r, <p) erläutert: 

(1) Die Korrelationslänge oder Halbwertsbreite ist richtungsabhängig. Der 
Schnitt der Fläche z — 2 C(Ax, Ay) mit der Ebene z = 2 6 '( 0 , 0)/2 ergibt eine 
ebene Kurve („Halbwertskurve“) 

^0{Ax„ Ay,) = 2 C(0, 0)/2 (4.1.4) 

als gebmetrischen Ort aller Punkte (Ax ü ,Ay a ), über denen die AKF auf die 
Hälfte ihres Nullwertes abgeklungen ist. 

(2) Die Integralskala, im IR 1 als Fläche unter der normierten AKF (für positive 
Zeitverschiebungen t oder Ortsverschiebungen Ax) eingeführt, definieren wir 
analog: 

+ oo co 2» 

= J J 2 0{r, f) rdrdtp. (4.1.6) 

—oo 0 0 

(3) Parameter, die im IR 1 die Krümmung im Nullpunkt — C"'(0) enthalten, 
ersetzen wir durch je zwei Parameter mit den Hauptkrümmungsradien R u R 2 
im Ursprung oder —C"( 0) selbst durch die GAusssche Krümmung im Ur¬ 
sprung. 

Beispiel 4.1: Ebener homogener Prozeß mit AKF vom Glockenkurventyp. 

Für einen Prozeß X(x, y) mit der AKF 

(Ax, Ay) = o 2 exp {-[(dtf/rfj) 1 + {Ayjd z ) 2 ]\ 
ist die Halbwertskurve eine Ellipse in Normalform 
Ax 0 2 jdß- ln 2 + Ay 2 jd 2 ln 2 =.l 
mit den Halbachsen rf, Vln 2, VIu 2, die Integralskala 

OO CO 

n =Jf e-^V'V e-<V/'V d Ax dAy = X-d t d 2 . 
o o 

Hauptkrümmungsradien B lt i? a und GAUSSsche Krümmung K im Ursprung, Mikro¬ 
skala A: 

A.a = dy2o\ K = 2o 2 !d 1 d i , A = V^A- 
Im Falle d t = d a = d wird 

2 C(Ax, Ay) = 2 0(r) = o 2 exp [—(r/d) 2 ], 

die Halbwertskurve ein Kreis mit dem Radius r 0 = d Vln 2, und auch alle anderen Para¬ 
meter werden richtungsunabhängig-. 

*/ = zcd 2 / 4, iq = B t = B — d 2 /2a 2 , K = 2 a 2 jd 2 , A = d. 


2 /= ^ j f 2 C(Ax, Ay) d Ax My 
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4. Mehrdimensionale Zufallsprözesse 


Ein Prozeß mit den Eigenschaften (4.1.3), insbesondere mit einer AKF, die 
— wie im letzten Beispiel — nur vom gegenseitigen Abstand r zweier Punkte 
abhängt, heißt homogen-isotroper Prozeß. Obwohl als Idealfall selten verwirk¬ 
licht, wird er gern in methodischen Untersuchungen oder als (erste) Annähe¬ 
rung an reale Situationen benutzt. Es sei daran erinnert, daß mit Einführung 
der Begriffe Homogenität und Isotropie bedeutende Fortschritte in der sta¬ 
tistischen Turbulenztheorie erzielt wurden. 

Mehrdimensionale homogene Prozesse lassen sich, ebenso wie die eindimen¬ 
sionalen stationären Prozesse, spektral zerlegen. Zu diesem Zweck kann man 
die Überlegungen zum eindimensionalen Fall im Abschnitt 3.2.2. für den mehr¬ 
dimensionalen wiederholen. In allen Beziehungen ab (3.2.8) stehen dann an¬ 
stelle skalarer Funktionen vektorwertige, z. B. X(t)-yX(x), G(r) —> G(r), 
<P(co) --> 0(k). Auf diese Weise gewinnt man eine zu Satz 3.2 völlig gleichwer¬ 
tige Aussage über die Spektralzerlegung mehrdimensionaler homogener 
Prozesse. Der AKF n G(r) wird eine Kennfunktion im Wellenzahlbereich, die 
Spektraldiohte n 8(k) zugeordnet; die äquivalente Beschreibung wesentlicher 
Prozeßeigenschaften im Orts- und Wellenzahlreich wird wieder im Theorem 
von Wiehek/Chintsohin begründet. 

Satz 4.1 (Theorem von W iener/Chintschin für «-dimensionale homogene 
Prozesse): Die Funktion n G(r) ist genau dann AKF eines (im weiteren Sinne) 
homogenen Prozesses, wenn eine nichtnegative Funktion, die Spektraldichte 
n 8(k) existiert, so daß 

+» 

n G(r) = n P^{*8(k)} = — füff-f ” S ( k ) e >rTk dk > (4.1.6) 

— oo 

-f- oo 

•S(k) = »&{*C(r)} =//•••/ *G(r) e^^dr. (4)1.7) 

— OO 

AKF n O(r ) = C(r) und Spektraldichte n 8(k) — S(k) besitzen die folgenden 
Eigenschaften: 

C(r) = Ö(-r), \G(r)\<C(o), 8(k) = S(-k), 8(k) ^ 0. (4.1.8) 

-foo +0O 

G(°) = -f— //-/ S(k)dk, 8(o) = ff - f C(r)dr. (4.1.9) 

—oo —oo 

Die mehrdimensionale AKF "G beschreibt die Abhängigkeit von Prozeßordi- 
naten an Punkten im IR". Die mehrdimensionale Spektraldichte n S hat wieder 
die Bedeutung einer Leistungsdichte: analog zum eindimensionalen Fall kann 
ein homogener Prozeß als Überlagerung räumlicher Wellen exp [j (k J x + 99 ;)] 
mit zufälligen Amplituden und Phasen 9 ^ dargestellt werden; vgl. aüch 
(5.1.23). Das Integral über ”8 nach (4.1.9) ist wieder der Varianz (Summe der 
Amplitudenquadrate) und somit der Leistung des Prozesses proportional. 
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Tabelle 4.2: AKF n C(r) und Spektraldichten n S(k) homogener Prozesße im JR 1 undlho- 
mogen-isotroper Prozesse im IR 2 , R 3 nach dem Theorem von Wiener/Chiktsöhih ein¬ 
schließlich ihrer Nullwerte "0(0) = aß (Varianzen) und »S(0) mit »I = n 8(Q){2* x ”Ö(Q) 

« n 

(Integralskalen). Variable: r, k mit r* ~ £ Axß, k 2 = V) kß; n — 1, 2, 3. 

i=i j—i 




OO 



OO 00 



Im speziellen Fall homogen-isotroper Prozesse mit C(r) = C(|r;), 8(k) 
= 8(\k\) kann man anstelle der rechtwinklig-kartesischen Koordinaten verall¬ 
gemeinerte Polarkoordinaten einführen und in (4.1.6), (4.1.7) über n — 1 
Variable (Winkel) integrieren, so daß jeweils nur noch ein Integral über den 
räumlichen Abstand |**| —r oder [fc| = k übrigbleibt: die «.-dimensionalen 
FouEiER-Transformationen n 3 r , gehen in die Ha.vkki,-T ransformationen 
^Tn-i I/a der Ordnung (n — 2)/2 über (vgl. Abschnitt 2.4.3.). Speziell 
gilt im IR 2 , IR 3 : 

2 c>-->7r 0 , 2 r-i->.w. 0 1 , 

In den verbleibenden Integralen über r bzw. k stehen die BESSEL-Funktionen 
J 0 (kr), J\j 2 (kr) == (2jinkr) 1 ^ sin kr. 
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4. Mehrdimensionale Zufallsprozesse 


In’ Tabelle 4.2 sind die Transformationsbeziehungen zwischen n C(r) und 
n 8{k) für w = 1 (Gerade), n = 2 (Ebene) und n — 3 (Raum) zusammengestellt. 
Wie man sieht, ist im ein- und dreidimensionalen Fall jeweils über trigono¬ 
metrische Funktionen, im zweidimensionalen Fall, der eine gewisse Sonder¬ 
stellung einnimmt, über die Bissel- Funktion J 0 zu integrieren. Genügend 
umfangreiche Integraltafeln, z, B. Gbadstiln und Ryshik (1971), sind für 
derartige Transformationen von großem Nutzen. Um dem Anwender ein 
Hilfsmittel in die Hand zu geben, sind im Anhang Al bis A3 die gebräuchlich¬ 
sten n C(r)- und "/S(ifc)-Modelle für n = 1, 2, 3 zusammengestellt: zu einer vor¬ 
gegebenen AKF n O(r) kann die zugehörige Spektraldichte n S(k) entnommen 
werden und umgekehrt. 

Beispiel 4.2: Homogen-isotropes ebenes Breitbandrauschen mit der Spektraldichte 




d. h. einer „Spektralscheibe“ mit dem Radius k 0 und der Höhe 8 t . Die AKF ist 


*ö(r> = X 0 ~^8(k)) 


K, 

2 nj 


J 0 (rk) k d k 


= f j (Jc„rx) Ax = MbZl = 2 „zilM 

2n J 2 n k 0 r k„r 

o 

mit der Korrelationslänge (Halbwertsradius) r 0 «s 2,22/£„, der Krümmung und dem 
Krümmungsradius im Ursprung — 2 (7"(0) = <7 2 fe 0 2 /4, B — 4 /a 2 k 0 2 , der Mikroskala 
X = YH/Jcq und der Integralskala 


“t/ 


J 0 ( V) dr : 


Die erste Nullstelle liegt bei r t «a 3,83 fk 0 , das erste Minimum bei r, «a 5,14/bo mit 
*ü(r a ) bs —0,1323<t 2 (Abb. 4.1). 


C(r)/C(0) Stk) 



1 k/k 0 


0 2 \_^ 8 10 k„r 

Abb. 4.1. AKF und Spektraldichte des ebenen homogen-isotropen Breitbandrauschens 
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4.1.3. Lineare Transformationen 


Ein w-dimensionaler Prozeß X(x) — X(x lt x 2 ,..., x n ) kann bezüglich eines 
oder mehrerer Argumente Xj linear (allgemein auch nichtlinear) transformiert 
werden, z. B. 


Fi(*) = ^(a*i + b> * 2 , • • ■, z»), Y 2 (x) = — X(x u x 2 , ..., x n ), 


8xj 8xj 


X(x 1 ,x 2 ,...,x n ) mit i = j oder i 4= j, usf. — 


Der transformierte Prozeß Y ist gegenüber dem ursprünglichen Prozeß X in 
den Argumenten Xj, auf welche die Transformationsyorschrift angewandt wird, 
verändert, während die Abhängigkeit von den übrigen Argumenten x k (k 4= j) 
erhalten bleibt. Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen transformieren sich 


im gleichen Sinne wie beim eindimensionalen Prozeß gemäß Tabelle 3.4 (AKF) 
und Tabelle 3.5 (KKF): Die Transformation ist jeweils auf diejenigen Argu¬ 
mente anzuwenden, in denen sich X laut Vorschrift verändert. 


Beispiel 4.3: Erste Ableitung eines inhomogenen Prozesses. 

Gegeben sei ein von der Höhe z und der Zeit t abhängiges Temperaturfeld T(z; t) mit 
der AKF 0 TT {z',z" ;t', t"), gesucht die AKF des vertikalen Gradienten y.= 8T/8z 
und die KKF zwischen T und y. Analog Beispiel 3.7, S. 82 ist 

n ^ n ri ^ O O ^ r 

.— fc~Q z /, v TT> ^Ty—-^r,^TT< —C TT . 

Die AKF C TT = C TT (z', z"; t', t") transformiert sich in z', z", während die Abhängig¬ 
keit in V, t" erhalten bleibt. 


Wirdeinhomogener w-dimensionaler Prozeß linear transformiert, hat man — 
analog zum eindimensionalen stationären Prozeß — die Möglichkeit, die 
Veränderung der Prozeßeigenschaften auch im Wellenzahlbereich zu verfolgen: 
Der Varianz/Kovarianzfortpflanzung im Ortsbereich entspricht die Spektral- 
fortpflanzung im Wellenzahlbereich. Die Beziehungen (3.3.15) bis (3.3.18) 
zwischen den Spektraldichten und zu den AKF/KKF linear transformierter 
(gefilterter) eindimensionaler Prozesse lauten dann für n Dimensionen: 

■ ! ! 8yy(k) = U(k) 8 xx (k) == G(k) G(k) S xx (k) , (4.1.10) 

8yy(k) = G(k) Sy X (k) = G(k) 8 X y(k), (4.1.11) 

8 X y(k) = G(k)S xx (k), 8y X (k) = G(k)8xx(k), (4.1.12) 

Oyy(r) = «c r-'{8yy}, C X y(r) = , Gy x (r) = »c T~H8y X ). 

(4.1.13) 

Beispiel 4.4: Erste Ableitung eines homogenen Prozesses. 

Gegeben sei ein homogener Prozeß X(x) mit C xx (r) und 8 xx (k). Gesucht sind die Spek- 
traldichte Syy(k) des abgeleiteten Prozesses F(ar) = dX(x)jdx die gegenseitigen Spek- 
traldichten S X y(k), S rx (k) sowie die zugehörigen AKF/KKF. 
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4. Mehrdimensionale Zufallsprozesse 


Nach Tabelle 3.3, S. 76 ist G(k) = G(jkj) = }k v daher = -j*i> U(k) = Ufa) 
= k t \ und aus (4.1.10) bis (4.1.12) folgt 

Syy = k^Syj;, S X y — ~8yX = • (4.1.14) 

Zur Transformation in den Ortsbereich (4.1.13) benutzen wir die Differentiationsregel 
für S -Transformierte, vgl. Tabelle 2.1, S. 43: 

Cyy = '?xxl = - '•^ MÄ'xxl = - ~J C'xx, (4.1.15) 

Cxy = -Cy X = "^-MiMxx) = ~ »f-HSxx) = JL Cxx. . (4.1.16) 

Die Funktionen (4.1.14) bis (4.1.16) kann man auch aus den Tabellen 3.4, S. 79 und 3.5, 
S. 80 entnehmen. 

Betrachten wir noch einen homogenen Prozeß, der nach allen Variablen diffe¬ 
renziert wird. 

Beispiel 4.5: Gradient eines ebenen homogenen Skalarfeldes. 

Sei Y(xx, x 2 ) = VX(x lt a: 2 ), also ein Vektorfeld mit den Komponenten Y; — 8X/8x i} 
i= 1, 2. Gegeben seien wieder Cxx(Ax v Ax^, gesucht Sy f y k (i = 1, 2; 

k — 1, 2), Sxy { , Sy ( x und die zugehörigen AKF/KKF. Mit der gleichen Rechnung wie 
im Beispiel 4.4 oder mit den Tabellen 3.4, S. 79 und 3.5, S. 80 erhält man 



8Ax 1 8Ax t „ 
& 

8Ax* 




(4.1.17) 

(4.1.18) 


Nachdem wir mehrdimensionale Prozesse differenziert haben, werden wir 
sie nun noch linearen Integraltransformationen unterwerfen. In den geowis- 
senschaftlichen Anwendungen kommen häufig ebene Integraltransformationen 
vor, worauf wir uns im folgenden beschränken. 

Es sei A(*) ein ebener homogener Prozeß mit der AKP G xx und der Spektral¬ 
dichte 8xx- Durch 

+ oo 

Y(x):=(K*X)(x):= ff K(x~y)X(y)dy, (4.1.19) 


wobei das Integral im quadratischen Mittel zu verstehen ist, wird wieder ein 
ebener Prozeß definiert. 
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Lemma 4.1: Der Prozeß T(x) ist ebenfalls homogen und besitzt die AKP 

Cyy = Kr * K * C X x , K~(x) — K(—x) (4.1.20) 

sowie die Spektraldichte 

Syy = c T{K-) 3-{K) s xx . (4.1.21) 

Ist speziell X(x) homogen-isotrop und ist weiter K ein isotroper Kern, d. h., 
gilt K(x) = K{\x\) = K(r), so ist Y ebenfalls ein homogen-isotroper Prozeß. 

Einer der für geophysikalische Untersuchungen wichtigen Kerne ist der 
verebnete STOKES-Kern 

f (4^1*1 ) _1 |jr| < d 

K s (x) := { für d>0. (4.1.22) 

[o \x\ Sä d, 

Dieser modelliert in lokalem Rahmen den Zusammenhang zwischen Schwere¬ 
anomalien Ag und Störpotential T : 

+ oo 

T(x) «s // Ks(x — y) Ag(y) dy. (4.1.23) 


Der Parameter d in (4.1.22) trägt der Tatsache Rechnung, daß zur Berechnung 
des Störpotentials T im Punkt x nur die Schwereanomalien Ag in einem Um¬ 
kreis vom Radius d um x berücksichtigt werden. 

Eine gewisse Sonderstellung nimmt der ebenfalls wichtige verebnete Pois- 
SON-Kern 


Ky{X]Z) 


1 z 

2 n (|aej a -f z l f8 


(4.1.24) 


ein. Er hängt außer von dem in der Ebene gelegenen Vektor x noch von einem 
zusätzlichen Parameter z ab. Mit Hilfe von K v läßt sich eine in der Ebene ge¬ 
gebene Punktion U harmonisch in den oberen Halbraum z > 0 fortsetzen: 


-f oo 

U(x; z) = ff Ky(x — y; z) U(y) dy. 


— oo 


(4.1.25) 


Die Aussagen von Lemma 4.1 gelten sinngemäß nur für z = const, d. h., der 
Prozeß U(x ; z) ist zwar in jeder zur Grundebene parallelen Ebene z — const 
homogen bzw. homogen-isotrop, im oberen Halbraum aber ist er inhomogen. 
Ein Beispiel enthält Abschnitt 4.1.6. 

In Tabelle 4.3 werden die Regeln der Kovarianz- und Spektralfortpflanzung 
bei Intcgraltransformationen von Prozessen mit Hilfe des Stokes- und des 
Poissom -Kornes angegeben. Hierbei ist aber die Regel über die Spektralfort¬ 
pflanzung mit dem Poissojsr-Kern so zu interpretieren, daß Syy das Kreuz- 
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Tabelle 4.3: Kovarianz- und Spektralfortpflanzung bei linearer Integraltransformation 
eines Prozesses X mit Hilfe des verebneten Stokes- und PoissoN-Kernes. J 2 ,+\ sind 
BKSSEL-Funktionen der Ordnung 2p + 1. 


K 

Cyy 

Syy 

STOKES-Kem 

X s * X s * G xx 

S k 2 S xx 



L'=° J 

(-> l/4fc s für d oo) 

PoissON-Kern 

K P (.,z' + z") * O xx 

exp l-Mz' + z")] Sxx 


Spektrum zweier Prozesse ist. Der eine ist in der Ebene z' — const, der andere 
in der Ebene z" = const definiert, und beide sind aus einem Prozeß X durch 
Integraltransformation hervorgegangen. 

4.1.4. Skalar- und Vektorfelder. Statistisch verbundene Felder 

Mit den Beispielen im vorangehenden Abschnitt befinden wir uns bereits in der 
„statistischen Beschreibung stetiger Felder“ (Obuchow, 1958), genauer: in 
der Beschreibung ihrer Momente 2. Ordnung. In den Beispielen 4.3/4.4 sind 
je zwei inhomogene/homogene Skalarfelder jeweils ebenso miteinander ver¬ 
bunden. Das Feldsystem des Beispiels 4.5 besteht aus einem Skalar- und einem 
Vektorfeld; insgesamt sind drei skalare Felder paarweise homogen mitein¬ 
ander verknüpft. Man beachte die Symmetrie der quadratischen Schemata 
(4.1.17) und den Vorzeichenwechsel im sog. gemischten Moment (4.1.18), 
wenn man die Feldgrößen vertauscht. 

Sind mehrere Skalar- und/oder Vektorfelder der Dimension n = 2 (ebene 
Felder), n = 3 (räumliche Felder) oder n = 4 (raum-zeit-abhängige Felder) 
zu einem System verbunden, erhöht sich die Anzahl der AKF/KKF (bzw. 
Spektraldichten im homogenen Fall) erheblich, auch wenn manche Funktionen 
vollständig oder dem Betrage nach identisch werden. 

Beispiel 4.6: Erste und zweite Ableitungen des Schwerepotentials. 

Subtrahiert man vom Schweropotential W das Normalpotential U, verbleibt ein sto- 
ohastisohes Rostfeld, das Störpotential T, in lokaler Approximation T — T(x v x 2> x 3 ) 
mit den Ableitungen STjdXi =: T;, 8 2 Tj8xi 8x k —: T ik (i, h = 1,2, 3). Alle Ableitungen 
können physikalisch interpretiert werden, z. B. ist [2\, !TJ T dem Lotabweichungsvoktor 
proportional, [T lt T 2 , P 3 ]T entspricht dem anomalen Schwerovektor, [J 1 ,,, T, a , 7’ 3 ,] T 
dem Sc-hwercgradienten, usf. — Zu T t , T 2 , T 3 und T u , T 2V T 33 , T 12 = T 2l , T 13 = T 31 , 
T 33 == T... gehören 9 AKP und 72 KKF, insgesamt 9x9 = 81 Punktionen und — 
sofern T homogen — ebenso viele Spektraldichten. Wenn T homogen und isotrop in einer 
festen Ebene, verringert sich die Anzahl der zu berechnenden Punktionen aus Symme¬ 
triegründen auf 44 (Keller und Meier, 1980). 
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Es mag nun den Anschein haben, daß derart umfangreiche Strukturünter- 
suchungen der Momente 2. Ordnung (ggf. auch höherer Ordnung) an Feld¬ 
systemen in mathematische Spielerei ausarten und gewisse Symmetrien der 
Funktionensysteme lediglich das Mathematiker herz erfreuen. Das ist keines¬ 
wegs so, sondern den Rechnungen (im IR* für lokale, auf der Kugel für globale 
Probleme) liegen ganz konkrete Anforderungen aus Theorie und Meßtechnik 
zugrunde. Den Anforderungen der Turbulenztheorie bzw. der zahlreichen 
Aufgabenstellungen, die mit Vorgängen in turbulenten Medien Zusammen¬ 
hängen, wurde bereits in den einführenden Abschnitten gedacht. Um an Bei¬ 
spiel 4.6 anzuknüpfen, sei noch bemerkt, daß in der Geodäsie verschieden¬ 
artige (hybride) Meßdaten gemeinsam verarbeitet werden, z. B. Prädiktion 
von Schwereanomalien, Lotabweichungen, Geoidhöhen, Erdkrustenbewe¬ 
gungen u. a., wobei die vollständigen Momente 2. Ordnung der Felder Ti, Ti k , 
aus denen die Messungen stammen, als A-pnon-Informationen einfließen. Die 
Beispiele ließen sich beliebig erweitern; in dieser Einführung können nur 
einige wichtige Eigenschaften spezieller Felder aufgeführt werden. 

Bleiben wir vorerst noch beim Gradienten Y = VX eines ebenen Skalar¬ 
feldes X und nehmen an, X sei homogen und isotrop mit G xx (Ax ,, Ax 2 ) — 0(r), 
$xx(ßi, ki) = 8(h). Wir führen Polarkoordinaten (r, <p), (k, &) ein, 

Ax x — rco&<p, Ax t — r sin <p, r — (Ax x 2 + Ax 2 2 ) 112 , 
k x — k cos&, k 2 — k sin $, k = {k x 2 + k 2 2 ) 112 , 


und erhalten aus (4.1.17), (4.1.18) unmittelbar 


S ik = k 2 8(k) 


cos 2 & sin 

sin d cos ü sin 


in ■& cos & 
in 2 & 


S{ = jk8(k) 


cos # 
sin •& 


(4.1.26) 


mit den Abkürzungen Sy (Yt = • S ilc , S X y t = S YlX S{. Man beachte, daß 
hei Vertauschung der Feldgrößen X Y( -> Y)X wegen S X¥t (k) = 8y iX (—k) 
der Richtungswinkel •& -x & + n, so daß cos (& + ti) = —cos &, sin {•& ■ | - n) 
— —sin &. 

Um die zugehörigen AKF/KKF Cy iYt =: C;*, C X y, = C YlX =: C{ zu er¬ 
halten, kann man entweder auf (4.1.26) die ^^-Transformation oder auf die 
AKF G[r(Ax x , Ax 2 )\ die vollständigen Differentiale 2. bzw. 1. Ordnung an¬ 
wenden, z. B. 




8Ax x 2 ’ 


°^°^£r x ’ 



cos 2 cp. 


8 2 r 

dAx 2 


sin 2 cp 


r 
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Führt man. die Rechnung vollständig aus, ergibt sieh das 2. Moment von Y 
F(r) -f- [G(r) — F(r)] cos 2 cp [ 0(r ) — -F’(r)] sin cp cos <p 
' k _[G(r) — F(r)] sin cp cos cp F{r) + [G(r) — F(r)] sin 2 cp 


G ik = F(r) ö ik + [G(r) - F(r)] 


Ax x Ax k 


i, k — 1, 2, 


(4.1.27) 


(4.1.28) 


mit F(r) = —C(r)jr, G(r) = —C"(r), G(r) = F(r) + rF'(r), sowie das 2. ge¬ 
mischte Moment zwischen X und 1 

Ci = 0'(r) £| = ~F(r) Ax { . (4.1.29) 

Die Gleichung (4.1.28) bezeichnet man nach ihren Entdeckern als Taylor- 
KARMAN-Beziehung. Die Komponenten 7,, Y 2 sind wegen — Gnir, cp) 
jede für sich ein homogenes, anisotropes Skalarfeld, jedoch vereinbart man 
durch 


Definition 4.3: Ein Vektorfeld, dessen 2. Moment der Taylor-K arman -Be¬ 
ziehung (4.1.28) genügt, heißt homogen-isotropes Vektorfeld. 

Man darf sich nun nicht davon täuschen lassen, daß von Isotropie gespro¬ 
chen wird, obwohl im 2. Moment (4.1.27) der Winkel cp auftritt. Um den 
Isotropiebegriff für ein vektorielles Zufallsfeld geometrisch-anschaulich zu 
deuten, bemerken wir: 

(1) Die AKF/KKF (4.1.27), (4.1.28) bilden einen symmetrischen Tensor 
2 . Stufe („Korrelationstensor“) mit den Invarianten 

I l (r) = spC ik = G(r) + F(r), I 2 = det C ik = G(r) F(r). (4.1.30) 

IJ2 = (G -f- F)/ 2, j/l 2 = }'OF definieren mittlere Korrelationsfunktionen. 

(2) Die AKF/KKF des Korrelationstensors definieren eine Kurve 2. Ordnung 

G n Ax j 2 -j- 2G 12 Ax 1 Ax 2 - j G 22 Ax 2 2 

= (F sin 2 cp -j- G cos 2 cp) Axf 2 + 2(G — F) sin <p cos cpAx x Ax 2 

-j- (F cos 2 <p - j- G sin 2 cp) Ax 2 2 = 1, (4.1.31) 

d. h. die Gleichung einer Korrelationsellipse mit den Halbachsen l/]/ G, 1 l]/F für 
I 2 > 0 oder einer Korrelationshyperbel mit Asymptotenrichtungen cp Az \'GjF 
für I 2 < 0 (Abb. 4^2). 

(3) Dreht man einen Verschiebungsvektor r, der zwei Funkte der (x u x 2 )- 
Ebene, o. B. d. A. P( 0, 0) und P(r, cp) miteinander verbindet, um P( 0, 0), so 
bleibt die Korrelationsellipse oder -hyperbel in ihrer Form erhalten und 
dreht sich unverändert mit (Abb. 4.2). 

(4) Zerlegt man zwei Vektoren X ', X" , o. B. d. A. in den Funkten P(0, 0), 
P(r, cp), in Komponenten X 2 , X parallel und X 2 ', X 2 " senkrecht zur Rieh- 
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Tabelle 4.4: Abstandsfunktionen der TAYLöR-KABMAS-strukturierten AKF/KKF des 
Gradienten eines ebenen, homogen-isotropen skalaren Feldes mit der AKF C(r) = a*4>(r). 
Jo> J\ sind BussEL-Funktionen der Ordnung Null, Eins. 


m 

BESSEL-Modell 

m 

0 

Je (V) 

1 

0' 

WV) 

0 

-Vfr 

t«A(V) 

V . 

k 0 r 

2 


-V ~~ + W(V) 

V 

2 


tung cp (Abb. 4.2), so beschreiben G(r) bzw. F(r) die Korrelation der Vektor¬ 
komponenten längs <p bzw. quer dazu. Insbesondere ist 


Cik\v=o — [q C ik {v = „ /2 = p ®J. (4.1.32) 

Daher bezeichnet man G(r) und F(r) bzw. G(r)jG( 0) und F(r)fF( 0) auch als 
Längs- und Querkorrelationsfunktionen. 

(5) Der Sonderfall G u = C 22 : “ F zs G, G l2 — C 2X s 0 heißt vollständig isotrop 
oder chaotisch-. Y lt Y 2 sind isotrop und nicht kreuzkorreliert; die Kurve 
(4,1,31) wird zum Korrelationskreis mit dem Radius F = G. 



Abb. 4.2. Längs- und Querkorrelationsfunktionen, Korrelationsellipse und -hyperbel 
eines ebenen homogen-isotropen Vektorfeldes 


7 Meier/Keller 
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Beispiel 4.7: Abstandsfunktionen der AKFjKKF von {X, VX). Bessel -Modell. 

Die AKF von X sei C(r) = a*0(r), 0(r) = J 0 (k 0 r). Die Abstandsfunktionen der 2. Mo¬ 
mente C ik , C; berechnet man mit Hilfe der Funktkmalgleiobungen für BüSSEL-Funk- 
tionen (2.3.31); vgl. Tabelle 4.4 und Abb. 4.3. Das Vorzeichen der Invarianten I 2 = GF 
— G'0"jr = 0*0'0”/r alterniert entlang k a r, so daß Korrelationsellipse und -hyperbel 
miteinander abwechseln. 

Die TAYLOR-KAKMAH-Beziehung (4.1.28) gilt auch im Raum (n — 3; i, k = 
2, 3). Um sich davon zu überzeugen, braucht man zu x t , x 2 bzw. r, (p nur eine 
weitere Koordinate x$ = z hinzuzunehmen (Zylinderkoordinaten) und die 
noch fehlenden AKF/KKF C 33 , O l3 = C 31 , C 23 = U 32 wie o. a. zu berechnen. 
Ferner gilt (4.1.28) nicht nur für VX, sondern für beliebige wirbelfreie Quellen¬ 
felder (Potentialfelder). Dazu bringen wir 

Satz 4.2 (A. M. Obttchow) : Die Bedingung 

G(r) = F(r) + rF'(r) (4.1.33) 

ist notwendig und hinreichend dafür, daß ein homogenes und isotropes Vektorfeld 
mit den Längs- und Querkorrelationsfunktionen G(r), F(r) ein Potential besitzt. 

Für ein quellenfreies Wirbelfeld (Solenoidalfeld) gilt 

Satz 4.3 (G. I. Taylor, T. KArman) : In einem homogenen und isotropen Vek¬ 
torfeld Y mit div Y = 0 erfüllen die Längs- und Querkorrelationsfunktionen 
G(r), F(r) die (von der Dimension des Baumes abhängige) Gleichung 

G'(r) + (n - 1) r-\G(r) - F(r)] = 0. (4.1.34) 

Insbesondere ist in der Ebene (n = 2), im Raum (n — 3) 

F(r) = G(r) + rG'(Cr), F(r) = G(r) + rG'(r)j2. (4.1.35) 

1 


0,5 


0 


-0,5 


-1 

Abb. 4.3. Abstandsfunktionen der AKF/KKF des Gradienten eines ebenen homogen¬ 
isotropen Skalarfeldes nach Tabelle 4.4 
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Abschließend bringen wir noch drei Sätze über Systeme homogen-isotroper 
Felder. 

Satz 4.4 (Kreuzkorrelationsfreies Skalar- und Vektorfeld): Ein beliebiges Skalar¬ 
feld X und ein Vektorfeld Y, die in einem homogenen und isotropen System von 
Feldern enthalten sind, korrelieren nicht miteinander, wenn div Y — 0 (Solenoidal¬ 
feld). 1 

Satz 4.5 (Kreuzkorrelationsfreie Vektorfelder); In einem homogen-isotropen 
System von Vektorfeldern Y p , Y s , von denen Y p ein Potentialfeld und Y s ein 
Solenoidalfeld ist, korrelieren Y F und Y s nicht miteinander. 

Satz 4.6 (Zerlegung des 2. Momentes eines Vektorfeldes): Wenn das homogen¬ 
isotrope Vektorfeld Y = Y p -f- V 1 ' als Summe einer Potentialkomponente Y p und 
einer Solenoidalkomponente F s dargestellt werden kann, korrelieren Y p , Y s nicht 
miteinander und das 2. Moment von F läßt sich eindeutig in 

C« = Cf* + Cf,, G = G p + G 3 , F = F p + F* (4.1.36) 

zerlegen. 

Die Beweise der Sätze 4.2 bis 4.6 findet man bei Obuohow (1958). 


4.1.5. Übergang von höher - zu nieder-dimensionalen Prozessen 

Es ist schon bemerkt worden, daß man einen «-dimensionalen Prozeß X(x u 
x z> - ■ ■, *n) durch Festhalten eines oder mehrerer Argumente Xj in einen (n — 1)- 
oder (n — m\ -dimensionalen Prozeß (m < n) überführen kann. Dieses Vor¬ 
gehen ist immer dann angebracht, wenn ein theoretisches Problem vereinfacht 
werden soll oder nur Realisierungen in einer niederen Dimension, als sie der 
Prozeß selbst besitzt, vorliegen; z. B. Registrierungen von Feldgrößen an orts¬ 
festen Stationen als Funktionen der Zeit, Messungen an verschiedenen Orten 
zu gleicher Zeit, Profilmessungen in einem ebenen oder räumlichen Feld usf. 

Von ebensolchem Interesse ist das umgekehrte Problem, nämlich ob und 
unter welchen Umständen man aus Messungen in Profilen die Eigenschaften 
eines ebenen oder gar räumlichen Prozesses erschließen kann. Beide Problem¬ 
stellungen, speziell die Übergänge IR 3 -> IR 2 -»IR 1 , IR 3 -> IR 1 und ihre Um¬ 
kehrungen kommen in fast allen geowissenschaftlichen Disziplinen, ferner 
in der Festkörperphysik und Werkstofforschung vor, wobei in der Regel die 
Meßverfahren Realisierungen niederer Dimension, als sie der zu messende 
Prozeß besitzt, liefern. 

Sei o. B. d, A. <B 1> X(a; 1 , x 2 , ..., aJ Ä _j) — n X(x 1 , x 2 , ..., x n ^, 0) ein i homo¬ 
gener, aber nicht notwendig isotroper Prozeß der Dimension n — 1, der durch 
Nullsetzen eines Argumentes, z. B. x„, aus einem «-dimensionalen iProzeß 
hervorgegangen ist. Dann folgt aus der Definition der 1. und 2. Mbmente 
(4.1.1) unmittelbar ! 


<B 1] G{Ax u Ax 2 , .. ,,Ax„ = ”G(Ax u Ax 2 , ..., Ax n _ 1; 0) ) 


T 2 -- n 2 
7 n-l — °n ■ 


(4.1.37) 


= m. 
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Die entsprechende Beziehung zwischen den Spektraldichten <n- 1 ) $(fcj, k 2 , ..., 
k n -i) und ”S(k l , k 2 , . • ., k n ) ist keineswegs so einfach. Um einen Einblick in den 
Zusammenhang zu gewinnen, werfen wir vorgreifend einen Blick auf die spe¬ 
zielleren homogen-isotropen Prozesse mit monoton abnehmender AKF und 
Spektraldichte und die Transformationsbeziehungen in Tabelle 4.2, S. 89. 
Wegen n O( 0) < oo müssen die Integrale über die Spektraldichten existieren, 
d. h. 

lim 1 S(k) = 0, lim 2 S(k) k = 0, lim 3 S(k) k 2 = 0. (4.1.38) 

k —hx) Ar— k» k-+oo 

Für ein und denselben AKF-Typ 3 C(r) = 2 C(r) = a C(r) müssen daher die 
Spektraldichten mit zunehmender Dimension des Prozesses rascher gegen 
Null abfallen. Umgekehrt gilt das ebenso für die AKF, denn bei endlichen 
Integralskalen n I < oo und Spektraldichten 1 8(k) = 2 S{k) = 3 S(k) muß 

lim 1 (7(r) = 0, lim 2 U(r) r = 0, lim 3 G(r) r 2 = 0 (4.1.39) 

r—voo r-+oo r—>oo 

sein. Man kann diesen Sachverhalt aus einigen Modellen im Anhang Al un¬ 
mittelbar ablesen. 

Beispiel 4.8: Spektraldichten eines ein-, zwei- und dreidimensionalen homogen-isotropen 
Prozesses. 

Modell 2d im Anhang Al (vgl. Abb. 4.4): 

n S(k)l n S(0) = (1 + d 2 k 2 )~ 2 -»l 2 ; n = 1, 2, 3. 

2 S( 0) = 3jtdo 2 l2, 2 S( 0) = Snd 2 o 2 , 3 S( 0) = l5n 2 d 3 o 2 . 

K 0 , K x sind modifizierte Bessel- Funktionen nullter und erster Ordnung. 

Nach diesen, der Anschauung dienenden Zwischenbemerkungen kehren wir zu 
homogenen, nicht notwendig isotropen Prozessen zurück. Um einen Zusammen¬ 
hang zwischen den Spektraldichten zu finden, schreibt man die gesuchte Dichte 



4.f. Prozesse im euklidischen Raum 


101 


(n 1) S(k') als FouRiEB-Integral (4.1.7) und formt dieses mit Hilfe der Regeln 
(2.5.5), (2.5.8) für die Deltafunktion so um, daß im Integranden die AKF 
n C(r) steht: 

-f oo 

'■- 1 » S{k’) = //.../ <»-9C(r') e lk ’ Tr ’ d r' 


+ oo 

= //•••/ ”C(r) ö(r n ) e ik ’ Tr ' d r 

— OO 


= — ff—f n °( r ) e_Jk ' Tr ' • f e ~ iKr " M n' 

— oo — oo 

+ CO 

= Jf 'J' n *-'( r ) e -jftTr dr dk „. 


dr 


fe' und r' sind (n — l)-dimensionale, k und r w-dimensionale Vektoren. Das 
innere Integral über n C(r) entspricht nach (4.1.7) gerade n S(k), so daß 


+ 00 



— OO 


(4.1.40) 


Man hat also über die Wellenzahl k„, die der im Prozeß n X(x) festgehaltenen 
Variablen x n entspricht, zu integrieren. 

Im Falle homogen-isotroper Prozesse n X, (n ~ 1) V mit n S(k), in ~ 1) S(k') kann 
man (4.1.40) mit Hilfe der Substitution k„ = (k 2 — k' 2 ) 112 , difc n = k„~ 1/2 k dk 
umformen in 


(n- 


»S(k 




'S(k) k d* 
(k 2 - k' 2 ) 1 ! 2 ' 


(4.1.41) 


Betrachten wir noch den direkten Übergang 3 S(k) -> 1 S{k'). Nach Tabelle 4.2, 
S. 89 gilt 

OO 

bSf(fc') = 2 / i C(r') cos (kV) dr', (4.1.42) 

0 


* ow -£/*<*> Tr**"- 

o 


rk 


(4.1.43) 
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Wegen 3 C(r) = 1 0(r') kann man (4.1.43) in (4.1.42) einsetzen und über r' inte¬ 
grieren : 

CO 00 

x 8(k') — -i- j j a 8(k) sin (kr') cos (kV) r'~ x d r'k dk, 


sin (kr') cos (kV) r'~ x dr' = — H(k — iV ), 

Z 


oo oo 

W) = — f H(k - k') k dk = ~ J a 8(k) k dk: (4.1.44) 

0 k‘ 

4.1.6. Übergang von nieder- zu höher-dimensionalen Prozessen 


Will man nun umgekehrt von den spektralen Eigenschaften eines (n — 1)- 
dimensionalen Prozesses auf diejenigen eines «-dimensionalen Prozesses schlie¬ 
ßen, ist die Integralgleichung (4.1.40) mit unbekanntem Kern n 8(k) zu lösen. 
Wir werden das allgemeine Problem nicht diskutieren, sondern lediglich zeigen, 
daß der Übergang IR , ’ 1 ~ 1) -> IR”, speziell 1R T IR 2 -> IR 3 und ]RA->IR 3 mit 
gewissen zusätzlichen Annahmen möglich ist. 

Zuerst untersuchen wir das Umkehrproblem an homogenen und isotropen 
Prozessen "X, {n ~ 1) X. Die Beziehung (4.1.41) ist bis auf den Faktor 1/2 ji iden¬ 
tisch mit der AnEL-Transformation (2.4.23), wofür man — zunächst rein 
ormal — auch die inverse Transformation (2.4.24) oder (2.4.25), (2.4.26) 
angeben kann: 

**-» J Sf(J6r') = A(”S(k))l2ji, n 8(k) = 2nA- x {^8(k ')}; (4.1.45) 

Es ist in jedem Falle zu untersuchen, ob n 8(k) tatsächlich die Eigenschaften 
einer Spektraldichte besitzt. Wir erinnern an die Schlußfolgerungen (2.4.27), 
(2.4.28) aus der ^-Transformation und schreiben sie für Spektraldichten real 
existierender Prozesse in der Form 

OO 

,0 < «»-^(O) = i J *S(k) dk < oo, (4.1.46) 

o 



k djfc < oo, 


(4.1.47) 


speziell für n — 2 :0 < cs, 1 — er 2 2 < oo; vgl. Tabelle 4.2, S. 89 und (4.1.37). 
Aus (4.1.46) und (4.1.47) folgen als notwendige Bedingungen dafür, daß ein n- 
dimensiönaler Prozeß mit n 8(k) nach (4.1.45) existiert, aus welchem durch 
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Festhalten eines Argumentes wieder ein (n — l)-dimensionaler mit {n " 1 '>S(k') 
entsteht, 

<*-«>Sf(0) > 0, lim ^Sik') = 0, lim ”S(k) k = 0. (4.1.48) 

KM k— r-oo 

Beispiel 4.9: Fortsetzung eines eindimensionalen Prozesses in die Ebene unter Annahme 
der Isotropie. 

Giegeben sei ein eindimensionaler Prozeß mit monoton abnehmender AKF und Spek¬ 
traldichte 

1 C(r') = <r* /l + e-C'l/«, x 8(k') = - — - 

' ' \ d f ’ (1 + d*V*)* 

(Modell 2o im Anhang Al j vgl. Abb. 4.5). 


_ k' dk' _ 67 idW 

(1 + eW 2 ) 3 ( P 2 - ifc 2 ) l/2 _ (1 + d 2 ! 2 ) 3 / 2 ‘ 


•m . x 

k 

oo 

-3l*r> f _ W ,- 

J (1 + <W 3 ) 3 ( JC '» - Ä») 1 /» (1 + 

Jt 

oo 

3 C(r) = 3 dW f J o (rh l k (I *i = „2 /i + Jl\ 6 -|r|/d. 

W J (1 + dW)*l* \ d I 

2 C[r(Ax, Ay)] | dv » 0 = 3 <7 ()/.d* 3 •• Ay% v . „ = W(Ax) s x G(r'). 



Abb. 4.5. AKF und Spektraldichten nach Beispiel 4.9 
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Gegeben sei ferner ein eindimensionaler Prozeß mit unterschwingender AKP und einer 
Spektraldichte mit dominierendem Bandbereieh: 




(i + 


(Modell 7 im Anhang A2; vgl. Abb. 4.5). 

Es existiert zwar 

! F(Jfe) := 2nJr'{'$(k')) = 1} 


(1 -f d 2 jfe 2 )»/ 2 


jedoch ist S P(P) < 0 für p g {—ifzjM, + ^2/2d) kann daher keine Spektraldichte sein; 
mit 15(0) = 0 ist eine der notwendigen Bedingungen (4.1.48) für die Existenz eines 
äquivalenten homogen-isotropen Prozesses der Dimension n = 2 verletzt. 

Wie Beispiel 4.9 und die weiteren Modelle im Anhang Al zeigen, ist der 
Übergang ( " _1 )$(fc') -> n S(k) ohne weiteres möglich, wenn die Spektraldiehten 
gemäß 0 < S(k) <i 8(0) < oo monoton abnehmen. Restriktionen sind dagegen 
bei Spektraldichten mit dominierendem Bandbereich, also Prozessen mit aus¬ 
geprägter Wellenstruktur zu verzeichnen (vgl. Modelle in A2; bei Modell 2 
lassen sieh für n 2, 3 notwendige und/oder hinreichende Existenzbedingun¬ 
gen nicht explizit angeben). Offenbar ist bei einer solohen Struktur die Forde¬ 
rung nach richtungsunabhängigen Korrelations- und Spektraleigenschaften 
nicht durchweg realisierbar. Wollte man mit irgendeinem Mechanismus Isotro¬ 
pie erzwingen, so würde — bildlich gesprochen — das Relief des Prozesses 
„auf reißen“. 

Der spezielle Übergang 1 8(k r ) -4 *S(k) ohne Zwischenrechnung über die 
Ebene wird möglich, wenn man die Beziehung (4.1.44) mit der Substitution 
k' 2 =: f, P* =: g in ein Faltungsintegral überführt und den Faltungssatz 
an wendet. Man erhält die zu (4.1.44) inverse Beziehung 

0_ J 

*m = —fx—i8(k). (4.1.49) 

Aus (4,1.44) folgen analog (4.1.46), (4.1.47) 

OO 

0 < bS'(O) = JLJ 3 S(k) h dk < OO, (4.1.50) 

• o : ; • 

OO oo I 

0<f *S(k) P 2 dP - ^ J hS(k’) dp' < oo, (4.1.51) 

o \ p 

also wieder of 2 = ct 3 2 , und die notwendigen Bedingungen 

bSf(O) >0, lim 1 8(k') = 0, lim a S(k) P 2 = 0 (4.1.52) 

*'—400 k—400 

für die Existenz von 3 S(k) als dreidimensionales Äquivalent zu bS^P'). • ? '■ 
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Die Beziehungen zwischen den Spektraldichten homogen-isotroper Prozesse 
nach den Gleichungen (4.1.41, 44, 45, 49) sind in Abb. 4.6 noch einmal für 
n — 1, 2, 3 als Übersicht dargestellt. Zusammen mit (4.1.40) hat man also 
jeweils mehrere Möglichkeiten, um z. B. $(P)-Modelle verschiedener Dimension 
(Anhang Al bis A3) zu berechnen und zu verproben. Der Übergang vom nieder- 
zum höher-dimensionalen Prozeß, die sog. Fortsetzung des Prozesses, ist hier 
jeweils an die Voraussetzung der Isotropie gebunden, die natürlich nur selten 
streng erfüllt ist. Man hat deshalb Methoden ausgearbeitet, um z. B. aus den 
Kreuzkorrelations- bzw. Kreuzspektraleigenschaften gemessener Parallel¬ 
profile auf Anisotropien im ebenen Prozeß zu schließen (Nayak, 1973). 

Eine weitere Möglichkeit, einen homogenen Prozeß eindeutig fortzusetzen, 
ist, von der Fortsetzung Harmonizität zu fordern. Eine solche Forderung ist 
häufig physikalisch motiviert; der ursprüngliche Prozeß X kann ein magne¬ 
tisches, elektrisches oder gravitatives Feld modellieren, welches seine Quellen 
im unteren Halbraum besitzt und demzufolge im oberen Halbraum harmonisch 
ist. In solcher Situation ist die harmonische Fortsetzung von X in den oberen 
Halbraum eine sachgemäße Strategie. Diese Fortsetzung läßt sich mit Hilfe 
des verebneten PoissoN-Kernes (4.1.24) bewerkstelligen, 

Lemma 4,2: Es sei X ein homogen-isotroper Prozeß in der Ebene z — 0 mit 
der AKF G X x und der Spektraldichte S X x- Ferner bezeichne C yy die AKF und 
Syy die Spektraldichte des im oberen Halbraum z > 0 definierten Prozesses 


+ oo 


Y(xvz)' J-ff zX(u,v)dudv 

- \’ y ’ '' JJ [(z-u)* + (y - n) 2 + 

(4.1.53) 

—OO 

Es gilt dann 


AY(x, y\z) = 0, z > 0, 

(4.1.54) 

lim Y(x, y; z) = X(x, y), 

(4.1.55) 

C yY (Ax,Ay;z' + z") 


+ ao 

1 f f (z' 4- z") Cxx( u > v ) d« d« 

“2 nJJ \(Ax - u) a + (Ay v) 2 + (z' + z”)*)* 11 ’ 

—OO 

(4.1,56) 

By y (k ; z' + z") = exp [^P(z' + z"))S xx (k). 

(4.1.57) 


Abb. 4.6. Transformationsbeziehungen zwischen Spek¬ 
traldichten *<S(P), P* — X P i*> n = 1,2, 3. „Abkl- 
Zyklus“ ?“=1 
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Man erkennt, daß Y die Faltung von X mit dem verebneten PoissoN-Kern 
(4.1.24) ist. Der Prozeß F ist damit die harmonische Fortsetzung von X in den 
oberen Halbraum. Die Beziehung (4.1.54) drückt die Harmonizität und die 
Beziehung (4.1.55) die Forfcsetzungseigenschaft aus. Kovarianz- und Spektral¬ 
fortpflanzung erfolgen nach den Angaben in Tabelle 4.3, S. 94 und liefern die 
Beziehungen (4.1.56), (4.1.57). Für ihre Interpretation gelten die Bemerkungen 
im Abschnitt 4.1.3. Insbesondere ist Syy das Kreuzspektrum eines magne¬ 
tischen, elektrischen oder gravitativen Feldes in den Höhen z' = const und 
z" = const. Daß bei der harmonischen Fortsetzung im Gegensatz zur homo¬ 
gen-isotropen die Homogenität verlorengeht, hat einen physikalischen Sinn: 
die Intensität eines Feldes nimmt mit zunehmendem Abstand von seinen 
Quellen ab; insbesondere wird die Varianz 

<r/(z) = O yy ( 0, 0; 2z) (4.1.58) 

höhenabhängig ; vgl. Beispiel 4.13, S. 123. 

4.2. Prozesse auf der Kugel 

4.2.1. Homogen-isotrope Prozesse 

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten mit der Behandlung stocha¬ 
stischer Prozesse in der Ebene und im Raum das Werkzeug für die statistische 
Beschreibung lokaler Phänomene bereitgestellt wurde, ist es nun an der Zeit, 
auf globale Untersuchungen einzugehen. Die annähernde Kugelgestalt der 
Erde macht es schon intuitiv plausibel, daß dazu die Theorie stochastischer 
Prozesse auf die Kugel bzw. im Außenraum einer Kugel ein geeignetes Hilfs¬ 
mittel ist. Es sei K eine Kugel vom Radius R, die in üblicher Weise mit Flä¬ 
chenkoordinaten (■&, A) versehen wird (Abb. 4.7). 



Abb. 4.7. Oberfläohenkoordinaten j>, A und shärischer Abstand tp zweier Punkte P', P" 
auf der Kugel. Tangentialeinheitsvektoren e tf , e t 
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Definition 4.4: Eine Familie X(&, A), (■&, X) € [0, ti] X [0, 2n) von Zufallsgrößen 
heißt stochastischer Prozeß auf der Kugel. 

In völliger Analogie zum Vorgehen im IR’ 1 können auch hier die Begriffe 
Erwartungswert- und Kovarianzfunktion definiert werden. 

Definition 4.5: Eine Funktion m, die auf [0, n] x [0, 2n) definiert ist, heißt 
Erwartungswertfunktion (Mittelwertfunktion) des Prozesses X, wenn für alle 
{&, X) e [0, n] X {0, 2n) die Beziehung 

EX(tf, X] = m(&, A) (4.2.1) 

besteht. Ferner heißt eine auf [0, ti] X [0, 2ri) X [0, n] X [0, 2n) definierte 
Funktion O Autokovarianzfunktion des Prozesses X, wenn für alle (&', A\ 6", A") 
€ [0, Tt] X [0, 2ri) X [0, n] X [0, 2n) die Beziehung 

E{[X(#', A') - m(i?\ A')] [X(0", A") - m{&", A")]} - C(&', A', A") 


Eine Bereicherung erfährt die Theorie allerdings erst, wenn wir die Klasse 
der zu betrachtenden Prozesse einschränken. 

Definition 4.6: Ein stochastischer Prozeß X auf der Kugel heißt homogen¬ 
isotrop, wenn seine AKF nur vom sphärischen Abstand y> des Punktepaares 
(#', A'), (#", A") abhängt: 


G = ö(y), cos ip — cos ty cos -j- sin 4Y sin 6'" cos (A" — X). (4.2.3) 

Anschaulich bedeutet homogen-isotrop auf der Kugel, daß die gegenseitige 
Abhängigkeit der Zufallsgrößen X(&', A') und X(&”, A") nur vom sphärischen 
Abstand y> der Punkte {{)', A'), (&", A") und nicht von deren Lage auf der 
Kugel bestimmt wird. Die Struktur der AKF eines homogen-isotropen Pro¬ 
zesses auf der Kugel läßt sich noch genauer charakterisieren. 

Satz 4.7: Die AKF eines homogen-isotropen Prozesses auf der Kugel hat die Gestalt 


C(y>) = 27 c n 2 P,(cos y>); 27 «n 2 < +°° ■ 


(4.2.4) 


Die Parameter cr„ 2 werden gewöhnlich Gradvarianzen genannt und stehen 
in enger Beziehung zur Darstellung des Prozesses im Wellenzahlbereich. In 
gewissen Sonderfällen gelingt es, für die Reihenentwicklung (4.2.4) der AKF 
einen geschlossenen Ausdruck anzugeben. Die zu diesen Sonderfällen gehö¬ 
renden Prozeßtypen werden dann auch häufig zur stochastischen Modellierung 
der zu untersuchenden Phänomene benutzt. Wir werden deshalb die betref¬ 
fenden AKF Basismodelle nennen. In der Tabelle 4.5 sind die für unsere Be¬ 
trachtungen wesentlichen Basismodelle zusammengestellt. 

Es sei noch bemerkt, daß Prozessen auf der Kugel die Eigenschaften homo¬ 
gen und isotrop nur gemeinsam zukommen können. Eine Betrachtung homo¬ 
gener, aber anisotroper Prozesse wie in der Ebene oder im Raum ist auf der 
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4. Mehrdimensionale Zufallsprozesse 


Tabelle 4.5: Basismodelle homogen-isotroper Prozesse auf der Kugel 


Modell 

°n 

C(V) 


„reciprocal 

o n 

t/L 


distance“- 

Modell 

(0 < o < 1) 

L = (1 + tr* 

— 2 o cos y) 1 ' 2 

POISSON-Modell 

(2» + 1) a n 

(1 - *■)/£* 



(0 < o < i) 

L — (1 + <7* 

— 2(t cob y) 1 ’ 2 

Logarithmisches 

nr 1 n n 

ln (2 fN) 


Modell 

(0 < tr < 1) 

N=i+L- 

- o cos rp 


Kugel nicht sinnvoll. Dies entspricht der Tatsache, daß sich die Bewegungen 
der Ebene oder des Raumes in natürlicher Weise in zwei Untergruppen zer¬ 
legen lassen: Verschiebungen und Drehungen. Invarianz bezüglich Verschie¬ 
bung bedeutet Homogenität, und Invarianz bezüglich Drehung bedeutet Iso¬ 
tropie. Die Bewegungen der Kugel werden dagegen völlig durch die Drehungen 
erschöpft. Es kann deshalb nur eine Art der Invarianz geben: diejenige be¬ 
züglich Drehungen. Bezüglich von Drehungen der Kugel invariante Prozesse 
werden homogen-isotrop genannt. 

Bei homogenen Prozessen im 3R n ist man in der Lage, diese als Überlagerung 
harmonischer Wellen mit zufälliger Amplitude und Phasenlage darzustellen. 
In dieser Überlagerung treten Wellen aller Wellenzahlen k auf; jeweils mit 
einer gewissen mittleren Intensität 8(k). Die Funktion 8 wird Spektraldichte 
oder Leistungsspektrum genannt. Es handelt sich dabei um ein kontinuier¬ 
liches Spektrum, und dieses korrespondiert über das FooniER-Integral mit 
der AKF. Die Situation auf der Kugel unterscheidet sich in zwei wesentlichen 
Punkten von der bisher gewohnten: 

(1) Der Definitionsbereich des Prozesses ist nicht mehr unbeschränkt. Damit 
können in der Überlagerung keine beliebig langen Wellen auftreten. Es gibt 
also eine längste Welle und deren Oberwellen. Damit ist automatisch das 
Spektrum kein kontinuierliches mehr, sondern ein Linienspektrum. 

(2) Durch die Krümmung der Kugel treten in der Überlagerung nicht mehr 
länger harmonische Funktionen, sondern Kugelflächenfunktionen auf. 

Dies mag als Plausibilitätsbetrachtung für folgendes Ergebnis dienen: 

Satz 4.8: Jeder homogen-isotrope Prozeß X auf der Kugel läßt sich darstellen als 
= f £ A nm Y nm (#,X) (4.2.5) 

t»"0 = 

mit . 

E {[A nm - E A nm ] [A ik - E A jk ]} = 6 nj d mk (4.2.6) 
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Der Prozeß ist also, eine Überlagerung abzahlbar vieler Wellen, wobei die 
Intensitäten verschiedener Wellen unkorreliert sind. Der Parameter oj ist 
die mittlere Intensität der „Teilwelle“ 

F„(#, A) := £ A nm Y nm {$, X ). (4.2.7) 

m ——n 

Man verifiziert nun mit (4.2.3) die Gültigkeit von 

EflW *■') ~ A')] [*(#", A") - m(&", X")}} 

— £ °n*P *(cos y>) = G{y>) (4.2.8) 

und hat damit nachträglich bewiesen, daß durch (4.2.5), (4.2,6) in der Tat ein 
homogen-isotroper Prozeß auf der Kugel definiert wird. Gleichzeitig erhellt 
(4.2.8) die Bedeutung der Gradvarianzen aj in der Reihenentwicklung der 
AKF: Sie kennzeichnen die mittlere Intensität der Teilwelle (4.2.7) vom 
Grad n. 

Satz 4.8 ist ein Analogon zu Satz 3.2, dem Satz über die Spektralzerlegung 
stationärer Prozesse. Wir versuchen nun, diese Analogie weiter auszubauen 
und ein Korrolar zum Satz von Wibnek/Chintschin zu finden. Um diese 
Analogie ein wenig sinnfälliger zu machen, führen wir formal eine Spektral¬ 
dichte ein: 

8(k) := £ o n *ö(k - n). (4;2.9) 

In Abb. 4,10, S. 117 ist die Spektraldichte eines homogen-isotropen Prozesses 
mit logarithmischer AKF nach Tabelle 4.5 veranschaulicht. Mit Hilfe der 
Kernfunktion 

K(k, v >) := P k (cos y>) (4.2.10) 

läßt sich eine Beziehung zwischen Spektraldichte und AKF hersteilen: 

+ oo OO 4-00 

/ K(k, y>) 8(k ) d k = JJ J d(k — n) P k (coa y>) clk 

— OO n=aO —00 

= L <h. 2 -P,,(eos y) = G(y>). (4.2.11) 

*=0 

Die Umkehrung dieser Beziehung lautet 

X 

ß(k) = / K~\k, y>) G( V ) dy (4.2.12) 

« 

mit 

00 2n -4- 1 

K \k, y) = 27 -—s— h(k — n) P n ( cosy) siny. 

o=0 & 


(4.2.13) 
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Damit ist auch von der äußeren Gestalt her erkennbar, daß die Beziehungen 
(4.2.11), (4.2.12) das gesuchte Korrolar zum Satz von Wienee/Chintschin 
sind. Sie erlauben die Berechnung der AKF aus der Spektraldiehte und umge¬ 
kehrt. 


4 .2.2. Lineare Transformationen 


Ähnlich wie bei den Prozessen im ]R n gibt es auch auf der Kugel Möglich¬ 
keiten, lineare Transformationen mit Prozessen auszuführen. Man fragt sich 
dann, wie diese Transformationen die Kovarianzverhältnisse verändern. Sei 
nun X ein Prozeß mit G xx als AKT und L ein linearer Operator. Analog den 
Verhältnissen im IR" gilt dann 

C IX , LX (P', P") = E \L P .X X L P "X) = L^,L%,B{X(P) X X(Q)} 

— LpiLp-CxxiP, Q) , (4.2.14) 

ClxA?', P") = E {L P >, XxD = £?,E{X(P) X(P")} 

= I£GMP,P")‘ (4.2.15) 

Hierbei bedeuten hochgestelltes P, Q, daß die Operation L bezüglich der 
Variablen Pb zw. Q auszufiihren ist, während tiefgestelltes P' bzw. P" bedeuten, 
daß das Ergebnis an der Stelle P' bzw. P" zu nehmen ist. Die Vorschriften 
(4.2.14), (4.2.15) sind sehr allgemein. Wirklich detaillierte Aussagen ergeben 
sich erst, wenn man homogen-isotrope Prozesse betrachtet. 

Ähnlich wie bei Prozessen im IR.’ 1 gibt es auch für Prozesse auf der Kugel 
zwei wesentliche Klassen linearer Transformationen: Differentiation und 
lineare Integraltransformation. Wir betrachten zunächst die Differentiation. 
Im Unterschied zu den bisher betrachteten Fällen, wo sich die Kovarianz- 
und Spektralfortpflanzung für Ableitungen beliebig hoher Ordnung sofort 
angoben läßt, werden hier die Verhältnisse schnell unübersichtlich. Wir werden 
uns deshalb auf die Ableitungen erster Ordnung beschränken. 

Es sei X ein homogen-isotroper Prozeß auf der Kugel. Wir definieren die 
Differentiationsoperatoren <9 i; i — 0,1, 2, wie folgt: 


F, 

1 8F 

d{F := • R sin & dX ’ 
— 

'R ~d&’ 



(4.2.16) 


Damit können wir den Gradienten VX von X auch in der Form 
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schreiben. Hierbei sind , e x die Tangenteneinheitsvektoren an die Koordina¬ 
tenlinien X = const, d = const (vgl. Abb. 4.7). Die AKF/KKF der Kom¬ 
ponenten von VX berechnen sich dann aus der Autokovarianzfunktion G 
des Prozesses X gemäß 

Satz 4.9: Für 

:= E {[8iX — Ed.X] [S,X — EdjX]} , i,j= 1, 2, (4.2.18) 

und 

Gi := E{[X - EX] [0<X - E0 ; X]}, i = 1,2, (4.2.19) 

gilt 


1 , 2 , 

(4.2.20) 

(4.2.21) 

Men erkennt, daß die Komponenten 8{X des Gradienten PX keine homogen- 
isotropen Prozesse mehr sind, denn die Cu, i — 1, 2 hängen nicht mehr ledig¬ 
lich von xp ab. Aus diesem Grund ist auch keine Spektralfortpflanzung möglich. 
Jedoch ist der Gradient VX eines homogen-isotropen Prozesses X wieder ein 
homogen-isotropes Vektorfeld. In der Tabelle 4.6 ist das vollständige AKF/ 
KKF-Schema der partiellen Ableitungen von X bis zur Ordnung 1 zusammen¬ 
gestellt. 

Beispiel 4.10: AKF und KKF der Lotabweichungen, berechnet aus der AKF des iStör- 
potentials. 

Unter Lotabweichung in einem Punkt P der Erdoberfläche versteht man die Ab¬ 
weichung der Richtung der Schwerkraft von der Richtung der Normalen des Niveau- 
ellipsoides in P. Da das Niveauellipsoid die Niveauflächo eines geeigneten Normalpo¬ 
tentials U ist, wird dio Normalenrichtung durch VV bestimmt. Die Richtung der 
Schwerkraft ist durch den Gradienten VW des Schwerepotentials W festgelegt. Daher 
wird die Abweichung beider Richtungen vom Störpotential T = W — U hervorgerufen. 
Für die Nord- und Ostkomponenten | und der Lotabwoichung gilt 


d 2 C(i/>) dC(y>) . . 

c " ~ r + r, *,) 


o,- pzi s i = 12 

d cos w 


J_8T _ t 8T 
yR d& ’ ^ yR sin & 8X 


(4.2.22) 


mit y als Normalschwere. 

In der Geodäsie werden Lotabweichungen zur Reduktion gemessener Winkel auf 
das Ellipsoid benötigt. Für Prädikationszwecke ist die statistische Beschreibung des 
vektoriellen Lotabwoichungsfoldes erforderlich, wofür folgende Wege eingeschlagen 
werden können: 

(1) AKF/KKF-Schätzungen aus gemessenen, £, r]- Werten. Wegen beschränkten Meß¬ 
wertumfanges sind solche Schatzungen nicht sehr sicher. 

(2) AKF/KKF-Fortpflanzung über die Integralformel von Veniug-Mbinhsz. Eingangs¬ 
größe ist die AKF der Schwereanomalien, wofür ausreichendes Datenmaterial zur 
Verfügung steht. 





























Tabelle 4.6: Vollständiges Schema der 2. Momente eines homogen-isotropen Prozesses X(&, X) und seines Gradienten VX{&, A) 
auf der Kugel: AKF in der Hauptdiagonalen, KKF außerhalb. 
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4.2. Prozesse auf der Kugel 


(3) AKF/KKF-Fortpf 1 anzung über die Differentiationsformeln (4.2.22) mit bekannter 
AKF des Störpotentials, die ihrerseits aus dor AKF der Schwereanomalien über die 
STOKESsche Integralformel gewonnen werden kann (vgl. Beispiel 4.11, S. llö). 

Wir berechnen speziell die AKF C^j und die KKF Oj^ unter der Annahme, daß T ein 
homogen-isotroper Prozeß mit der AKF 


_ , °° <r»+ 2 

0 Tr (yi) = E — -rrr P„(cos V>) 

s=a »(» — l) 2 


(4.2.23) 


mit x —- 425,28 mGal a , <s — 0,999617 ist. Diese AKF stimmt mit der von Tsoeceekttig 
und Kapp (1974) ermittelten und im Beispiel 4.11, S. 115 benutzten AKF der Schwere¬ 
anomalien lokal gut überein. Im Sinne der mit (4.2.16) geprägten Terminologie gilt dann 


£= — 0P 2 , n = — — gjT. 

v y 


(4.2.24) 


Unter Zuhilfenahme von Tabelle 4.6 und den dort angegebenen Abkürzungen findet 




y-'Jf 1 \ &» 


s y> 8 cos y>) 
' d&" \ 


(4.2.26) 


& _|^ + ^___p n ,(c 08W 

+ (sc - esc) (cs — scc) E -— P„"(cos y»)L, (4.2.25) 

n=2 n(n — 1) J J 

/~i 1 f^^Scoswl <xR , 00 <r n 

Tf ^ = ~' V (sc ~ cso) £ p «'< co8 v>) • 

(4.2.26) 

Ausgehend von den Startwerten 

P 0 (eos y>) = 1, P 0 '(oos y>) = 0, /'„"(cos yi) = 0, 

Pi(eos yi) = cos y>, P/(cos y>) = 1, P/'(cos y) = 0 

können mit Hilfe der Rekursionsformeln 

«P„(cos t/t) = (2« — 1) cos ysPn-ii oos yi) — («. — 1) P„_ 2 (cos v ), 

P; +1 (cos y>) = Pi_i(cos y) -f (2« + 1) P„(cos v), 

P" +1 (cos y>) = P"_i(cos v) + P n '(eos y>) 

die Funktionen P„(cos y>), P „'(cos ip), P„"(oos y>) berechnet werden. Um die Kovarianz¬ 
verhältnisse zu veranschaulichen, sind in Abb. 4.8 die Funktionen 


C n ^,0;&,Xj 


jeweils für die halbe Nordhalbkugel 90 0 A» ^ 180) in Isolinien darge¬ 

stellt. Bezüglich dieser halben Großkreise herrscht Symmetrie, und speziell ist 

°n (f' 05 f ’ A ) s °* °n (f. f) » 0, 

folgend aus (4.2.26); (4.2.26) sowie (4:2.3) und P„'(0) = 0 für aä2. 


8 Meier/KeUer 
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Eine weitere wichtige Klasse linearer Transformationen sind die Integraltrans¬ 
formationen vom Typ 


Y{#, X) = B 2 J f K(y>) X(&', X') sin &' dX' d#', 
o o 

cos y> ==■■ cos ■&' cos # + sin sin § cos (X — X'). 


(4.2.27) 



c TS (f,o ; #,;i)/-lo 2 mV z 



Abb. 4.8. AKF 0^{nj 2, 0; &, X) der Nordkomponente | des Lotab weiehungsVektors 
und KKF C T( { ;t/2, 0; />, X) zwischen Störpotential T und | nach Beispiel 4.10 


4.2. Prozesse auf der Kugel 


Wichtigstes Kennzeichen dieser linearen Integraltransformationen ist die 
Eigenschaft des Kernes K, nur vom sphärischen Abstand y> des Aufpunktes 
(& , X) und des laufenden Punktes {&", X") abzuhängen. Derartige Kerne wollen 
wir gleichfalls homogen-isotrop nennen. Jeder homogen-isotrope Kern K läßt 
sich in eine Reihe nach LEOENDHEschen Polynomen entwickeln: 


K iw) — E KP« (cos f), 

n=0 


£ilb -j— X / 

*» = ■—g—‘ I R n (cos ip) sin y> dyi, n = 0,1,2,:;. 

o 

Wichtige homogen-isotrope Kerne sind für uns der STOKES-Kern 


(4.2.28) 


’55i{ c " 


6 Bin — + 1 — 5 cos y> — 3 cos y> 


X ln (sin — + sin 2 


y 4= 0, 


(4.2.29) 


der es erlaubt, das Störpotential T aus den Schwereanomalien Ag zu. berech¬ 
nen, sowie der Poissow-Kom 


Kv{f) = tefii £ {2n + 1} ~) P ^ C0S V) 


1 r 2 - R 2 
4 nR l 3 ’ 


(4.2.30) 


l 2 =: ~ j_ r 2 — 2rR cos y) 9 J 

mit dessen Hilfe eine auf der Kugel gegebene Punktion harmonisch in den 
Außenraum fortgesetzt werdon kann. Die Kovarianzfortpflanzung bei Integral¬ 
transformationen mit homogenen-isotropem Kern regelt 

Satz 4.10: Es sei X ein homogen-isotroper Prozeß auf der Kugel mit der Auto- 
kovarianzfunktion G gemäß (4,2.4). Dieser Prozeß werde einer linearen Integral- 
transformation (4.2.27) mit homogen-isotropem Kern K gemäß (4.2.28) unter¬ 
worfen. Dann ist der Prozeß Y ebenfalls homogen-isotrop mit der AKF 


00 2 ff 2 

Oyy{w) = (2^ 2 ) 2 £ * P n ( cos y>). 

«--o \£n + 4; 


(4.2.31) 


Beispiel 4.11: Berechnung der AKF des Störpotentials aus der AKF der Schwereanomalien. 
Sowohl für die gravimetrische Erkundung als auch für die Landesvermessung ist die 
Kenntnis dos Störpotentials von Bedeutung (vgl. die Beispiele 4.6, S. 94 und 4.10, S. 111). 
Dieses ist jedoch der Messung nicht direkt zugänglich, so daß Informationen über T 
aus den gemessenen Schwereanomalien Ag gewonnen werden müssen. Da aber die 


8* 
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4. Mehrdimensionale Zufallsprozesse 


Sohwereanomalien nicht lückenlos vorliegen, modelliert man diese häufig als einen 
homogen-isotropen Prozeß mit der AKF 


GägägiW) =<*£-. 

n = 3 \ 


2) (n -f- 24) 


o 0 »+2 P n (cos y>). 


■■ 425,28 mGal 2 , cr 0 = 0,999617, 


(4.2.32) 


vgl. Abb. 4.9. Diese AKF wurde von Tsohebhtng und Rapp (1974) aus der globalen 
Analyse von Schwerefelddaten abgeleitet. Eine leichter handhabbare Approximation 
der AKF von Tsohhrfing/Rapp ist wegen 


-?L_J-_ = — tf(»-*) 

(» - 2) (n + 24) n 

die logarithmisohe AKF (vgl. Tabelle 4.5, S. 108) 


G ä a ig(w) = « 2 —ff 0 »+ a P n ( cos y>) = «ff 0 2 ln (2/A). (4.2.33) 

n=0 n 

Das Störpotential T steht mit den Schwereanomalien Ag in folgendem Zusammenhang: 

« 2n 

T(&, A) = R- f I K s (y>) Ag(¥, A') sin &' dA' (UV, (4.2.34) 

o o 

wobei K a der homogen-isotrope STOKBS-Kern (4.2.29) ist. Nach Satz 4.10 berechnet sich 
die AKF des Störpotontials T zu 


00 ei fl 

C TT (y) = ä (T 0 2 A" 2 ; 0 • ■ P» (cos r). (4.2.36) 

Dies ist gerade das in Beispiel 4.10, S. 111 gewählte stochastische Modell für das Stör¬ 
potential. Somit ist die im Beispiel 4.10 ad hoc getroffene Wahl nachträglich motiviert. 



Abb. 4.9. Normierte AKF d> ZT (v) := G IT (y)/<T r 2 , ®Agdg(v) ■— @Agdg(.V)l a Ag des Stör¬ 
potentials und der Schwereanomalien. Varianzen: cr r 2 — 2,76 X 10 u m 4 s~ 4 , <7^ 
= 3,33 X 10« m 2 s -4 
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Nach Satz 4.10 überführt eine lineare Integraltransformation mit homogen¬ 
isotropem Kern einen homogen-isotropen Prozeß in einen ebensolchen. Daher 
ist auch eine spektrale Betrachtungsweise möglich: die Spektraldichten S xx 
und S ry des Eingangsprozesses X und des Ausgangsprozesses 7 können mit¬ 
einander verglichen und die Verformung der spektralen Komponenten mit den 
Eigenschaften des Kernes in Zusammenhang gebracht werden. Dazu führen 
wir die Funktion U durch die Beziehung 

00 / 07 . \2 

< 4 ’ 2 - 36 > 

ein und vereinbaren die nur im nachfolgenden Zusammenhang gültige Multi¬ 
plikationsregel ö(k — n) d(k — m) — d„ m ö(k — n). Dann gilt 

Lemma 4.3: Unter den Voraussetzungen von Satz 4.10 gilt 

S yy (k) = U(k) S xx (k) - £ * \ : ö(k - n ). (4.2.37) 

n=0 (■«» + 1)“ 


Danach kann die Integraltransformation mit homogen-isotropem Kern als 
phasentreue Filterung mit der Übertragungsfunktion U(k) des Kernes K(h „; y>) 
aufgefaßt und die Terminologie der linearen Filterung benutzt werden. Sowohl 



1 2 5 10 15 20 k 



Abb. 4.10. Spektraldiehte S, [gAg (k) der Schwereanomalion (logarithmisehes Modell), 
übertragungsfunktion U(k) des STOKJss-Kernes und Spektraldichte S TT {h) des Stör¬ 
potentials 
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für den Stökes- als auch für den PoissoN-Kern ist U{h) monoton fallend: 
beide Kerne realisieren Tiefpaßfilterungen. Zur Illustration diene 

Beispiel 4.12: Berechnung der Spektraldichte des Störpotentials aus der Spektraldichte der 
Schwereanomalien. 

Als Ergänzung zu Beispiel 4.11 sei die Spektraldiehte S xx — Sa 0 a s nach (4.2.12), 
welche zum logarithmischen AKF-Modell (4.2.33) gehört, gegeben (Abb. 10). Mit Hilfe 
der Koeffizienten der Entwicklung (4.2.28) des STOKES-Kernes (4.2.29) berechnet man 
die Übertragungsfunktion (4.2.36) und (oder unmittelbar) die gesuchte Spektraldiohte 
S TT mit der Übertragungsgleiohung (4.2.37)- Wie Abb. 4.10 zeigt, klingt S TT gegenüber 
SaqAq wesentlich rasoher ab (Tiefpaß) entsprechend dem langsameren Abklingen der 
AKF C TT gegenüber C^aq (Abb. 4.9); die Leistung des Prozesses T ist auf niederen 
Wellenzahlen konzentriert. 


4 .2.3. Harmonische Fortsetzung und lokale Approximation 

Häufig interessiert man sich für Prozesse, die im Außenraum der Erde ablau¬ 
fen, aber nur an der Erdoberfläche der Messung zugänglich sind. Mit anderen 
Worten: man sucht eine Fortsetzung des an der Erdoberfläche gemessenen 
Prozesses. Auch die umgekehrte Fragestellung ist anzutreffen: man beob¬ 
achtet den Prozeß in einem gewissen Gebiet des Außenraumes und sucht daraus 
Rückschlüsse über dessen Verlauf an der Erdoberfläche zu ziehen. Auch hier 
wird eine Fortsetzung des beobachteten Prozesses gesucht. Natürlich ist die 
Fortsetzung im allgemeinen mehrdeutig. Hie Eindeutigkeit kan n z. B. durch 
die in vielen Fällen natürliche Forderung, alle Realisierungen der Fortsetzung 
mögen harmonische Funktionen sein, erzwingen. In diesem Fall spricht man 
von harmonischer Fortsetzung. 

Satz 4.12: Es sei X ein homogen-isotroper Prozeß auf der Kugel mit der AKF 


Cxx{f) = 2J <b> 2 P»{cos yt) 

»=o 


und der SpeJclraldichte 


S„(k) = ZoS%k-n): 

n— 0 


(4.2.38) 


(4.2.39) 


Ferner bezeichne 0 YY die AKF des im Außenraum r > R definierten Prozesses 


Y(ft > X;r) = 


X(ft\ X') sin ft' 


(R 2 -f- r 2 — 2 rlt cos y >) 3/z 


- dV dft' ; (4.2.40) 


Dieser Prozeß Y genügt dann der LArhACE-Gleichung 


AY = 


r 2 8r \ Sr f 


r‘ l sin ft dft 


( ■ a dT \ 
(sm ft —— 1 


r 2 sin 2 ft dl 2 


(4.2.41) 
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Außerdem gilt 

lim Y(ft,X; r) — X(ft, X), 

r-i-Ä 

°° / R 2 \ B + 1 (4.2.42) 

Orr(v J r', r") = £ (cr n 2 P„{cos f). 

«= o \ rr/ 

Her Prozeß Y ist die harmonische Fortsetzung des Prozesses X. Während 
X homogen-isotrop ist, geht diese Eigenschaft in Y verloren. Insbesondere 
nimmt die Varianz 

«> / R\2<»+1> 

u F 2 = G yy ( 0; r, r) = £ — <r n 2 (4.2.43) 

n~0 \ t / 

mit zunehmendem Abstand von der Kugel ab. Bies entspricht dem Umstand, 
daß reale Felder im Unendlichen verschwinden. 

Eine Verbindung zwischen den oben besprochenen, im Außenraum definier¬ 
ten globalen Modellen und den in 4.1. angestollten statistischen Betrachtungen 
in der Ebene und im Raum stellt sich her, wenn die globalen Modelle lokal 
approximiert werden. Barunter verstehen wir, daß an einen geeigneten Punkt 
der Kugel die Tangentialebene gelegt und die Kugeloberfläche lokal durch 
diese Ebene ersetzt wird (vgl. Abb. 4.11). 

In der Tangentialebene kann nun ein rechtwinkliges kartesisehes Koordi¬ 
natensystem dadurch festgelegt werden, daß man als «-Achse die Tangente 
an die betreffende Koordinatenlinie ft = const sowie als y-Ac-hse die Tangente 



Abb. 4.11. Lokale Approximation eines Prozesses auf der Kugel und harmonische 
Fortsetzung in den oberen Halbraum (links) sowie harmonische Fortsetzung eines 
Prozesses auf der Kugel in den Außenraum und lokale Approximation (rechts) mit 
Übergang auf die Tangentialebene (gerissen) 
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Tabelle 4.7: Harmonische Fortsetzung F(yi) -> F(yr, r', r"), lokale Approximation 
P(V<; r', r") -> F(q-, z' -f- z") und ihre Einschränkung F(q; z'+ z")-> F(q) auf die 
Tangentialebene 

Name 

F(y>) 


“reoiprocal-distance”- 

Modell 

Zr l 

L = (1 -)- er 3 — 2er cos ytfi 2 

0< o< 1 


Porssoif-Modell 

1 -CT 2 

I? 


logarithmisches 

Modell 

ln — 

N 



N — 1 -J- L — o cos y> 


STOKBs-Kern 

1 j w „ w 

—— 1 oosoo —- 6 sm —— 1- 1 — 

4nR 1 2 2 ' 

— 3 cos y> j ln ^sin — -|- sin 2 

• 5 oos yi 

1) 

Poissos-Kern 

— ' 



an die Koordinatenlinie A = const wählt. Dieses ebene Koordinatensystem wird 
: dann durch eine g-Achse zu einem Rechtssystem ergänzt. Gelegentlich werden 
wir die x, y, z-Achsen in dieser Reihenfolge auch als x lt a; 3 -Achsen bezeich¬ 
nen. In der „Nähe“ des Berührungspunktes der Tangentialebene mit der 
Kugel seien nun zwei Punkte V, P" gegeben. Die Durchstoßpunkte ihrer Orts¬ 
vektoren durch die Tangentialebene sollen im Tangentialkoordinatensystem. 
die Koordinaten ( x', y'), (x", y") haben (vgl. Abb. 4.11). Der in der Tangential¬ 
ebene gemessene ebene Abstand q dieser Punkto steht mit ihrem sphärischen 
Abstand. y> in der Beziehung 

Q = [(»" - Ff + (: y " - y'ff !z ** Rf ■ (4.2.44) 

Der vertikale Abstand z', z" der beiden Punkte P', P" von der Tangential¬ 
ebene läßt sich näherungsweise durch die Länge r', r" der Ortsvektoren an¬ 
geben : 

r'fvz'+R, r"raz" + R. (4.2.45) 
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F( V ;r',r") 

F(q;z' + z '') 

F(q) 

R 2 

R 

R 

(r'V' 2 + o 2 R* - 2c rR 2 r'r" cos y) 1 ' 2 

W + a" + 6) 3 + e 2 ] 1 ' 2 

6 = 2B(l-yn) 

(6 a + Q 2 ) 1 ! 2 

( r' 2 r " 2 - cBB 4 ) R 2 

2 R 2 (z' + z" + b ) 

2 R 2 b 

(PV' 2 + o 2 R* — 2aR 2 r'r" cos y) 3 ' 2 

[(«' + z" + bf + e 2 fl 2 

(b 2 + p 2 ) 3 ' 2 


~ln~ 
r'r" $ 


S = 

i , 7 , B 2 

ln 

h . 2A ■ 

z = 

r'f ,f 

\ , /aR\ 2 2er R BZ 2 

[ X + \7F) J 

s' + z" + [ (2 / + «") 2 + e 2 ] l/a 

<? 

— 


— 

i 




2ng 


r 2 — R 2 

z 

_ 

4 nR(r 

1 + R 2, — 2Rr cos y>)^ z 

2 n(z 2 + e 2 ) 3 ' 2 



Beachte : Im IR »war r der räumliche, speziell im IR 2 der ebone Abstand zweier Punkte, 
z die vertikale Koordinate. Jetzt ist n der ebene Abstand in der Tangentialebene, 
r rj z + R der Abstand vom Kugelmittelpunkt und z weiterhin die vertikale Koordinate 
über der Tangentialebene. 

Unter lokaler Approximation einer auf der Kugel und im Außenraum gege¬ 
benen Punktion P = F(y>; r', r") verstehen wir das Ersetzen von %p und r\ r" 
durch dio Beziehungen (4.2.44), (4.2.45) und das Vernachlässigen von Gliedern, 
in denen pfR bzw. (z 1 -f- z")[R von höherer als erster Ordnung auftreten. Als 
Punktionen F kommen für uns die AKP der Basismodelle (Tabelle 4.5, S. 108) 
sowie die beiden Kernfunktionen X R , K v nach (4.2.29), (4.2.30) in Betracht. 

Die AKP auf dor Kugel G(y>) können mit Hilfe der Poissosrscben Integral¬ 
formel (4.2.40) in den Außenraum fortgesetzt werden, und man erhält eine auf 
der Kugel und im Außenraum definierte AKP O = C(y>; r', r"). Ihre lokale 
(räumliche) Approximation liefert G = 0(g ; z’ + z"). Schränkt man diese 
Punktion auf die Tangentialebene ein ( z ' = z" = 0), so entsteht eine Punktion 
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0(q), welche die lokale (ebene) Approximation der Ausgangsfunktion C(yj) ist 
(vgl. Abb. 4.11). Für die drei Basismodelle in Tabelle 4.5, S. 108 sind die Er¬ 
gebnisse der beschriebenen Prozedur in Tabelle 4.7 zusammengefaßt. 

Auch für die Kernfunktionen K$, K? lassen sich bestimmte Schritte der obi¬ 
gen Prozedur ausführen. Man beachte jedoch folgende Unterschiede: Beim 
.PoissoN-KemÄp verbleibt ein Punkt, der laufende Punkt, stets auf der Kugel, 
so daß z! = 0, r' = Jl gilt. Der zweite Punkt, der Aufpunkt, liegt stets im 
Außenraum, so daß immer z" > 0 , r” > R gilt. Aus diesen Gründen ist die 
Einschränkung von K F auf die Kugel bzw. die Einschränkung der lokalen 
Approximation von K v auf die Tangentialebene nicht sinnvoll. Beim Stokes- 
Kern verbleiben beide Punkte auf der Kugel. Eine Fortsetzung in den Außen¬ 
raum ist hier nicht sinnvoll. Die verbleibenden Operationen mit diesen Kernen 
sind ebenfalls in Tabelle 4.7 auf geführt. 

Mit dem Übergang von der Kugel auf die Tangentialebene verändern sich 
auch die auf der Kugel definierten linearen Operationen. Betrachten wir 
zunächst wieder die Differentation. Offenbar gilt für einen beliebigen Prozeß 
X mit C als AKF: 

1 _ 8X 1 ex 8x 1 __ 1 8X E 8X 

R sin ■& cU K sin t) 8x x dl R sin & 8x x 81 n dx 1 ’ 

R dft R Sa-, 8& R 8x 2 8 x 2 ' 

Damit gilt: 

8X _ e — - E — 

dxi 0a?j dXj 8Xj 

(4.2.47) 

Ist nun speziell X ein homogen-isotroper Prozeß, so gilt für die AKF/KKF 
seiner ebenen lokalen Approximation G = G(q) und folglich 

0» = o iiiQ ) - C”{ Q ) y + O'ie) - y) 

= ® <5;,- + ö"(g)-^]^i, i, j — 1,2. (4.2.48) 

In der Tangentialebene sind also die AKF/KKF des Gradienten eines homo¬ 
gen-isotropen Prozesses wieder von der TAYLOE-KABMAN-Struktur (4.1.28). 

Ähnlich geht man bei linearen Integraltransformationen vor: 1. lokale Ap¬ 
proximation der AKF des Ausgangsprozesses, 2. lokale Approximation des 
Kernes der Integraltransformation, 3. Integration über die Tangentialebene. 
Die Kovarianz- und Spektralfortpflanzung erfolgt dann nach den Beziehungen 
(4.1.20), (4.1.21). Speziell für die lokale Approximation der Integraltrans¬ 
formationen mit dem Stokes- bzw. PoissoN-Kom sind die Ergebnisse in 
Tabelle 4.3, S. 94 angegeben. 




(4.2.46) 
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Beispiel £.15: Hannanische Fortsetzung eines homogen-isotropen Prozesses in den oberen 
Halbraum. 

Es sei X ein homogen-isotroper Prozeß in der Ebene mit der AKF 


C'xxM = a* [1 + W]-<»+i/2), »€{0,1}, d> 0 
(HiBVONBN-Modell). Seine Spektraldiohte ist (vgl. Anhang AI) 


(4.2.49) 


* 2»- 3 / 2 r(» +1/2) 

2jitr a . a d n ’ 1 k n ~ 1 <i dk , n € {0, 1}, d > 0. 


(4.2.50) 


Wir suchen die AKP der harmonischen Fortsetzung T des Prozesses X in den oberen 
Halbraum. Der Zusammenhang zwischen G xx und C Y y wird durch (4,1.56) vermittelt. 
Diese Beziehung kann auch geschrieben werden als 


Gyy = Ä'p(., z' -f s") * O xx , 


(4.2.51) 


wobei die Faltung nur über die ersten beiden Variablen u, v des Poissox-Kemes Kj. 
vollzogen wird, während z', z" lediglich als Parameter betrachtet werden. Wir werten 
dieses Faltungsprodukt mit Hilfe dos Faltungssatzes aus: 

*X{C ry } = ^{K P (., z + z')) *X{C xx ) 

— 5(? 0 {.ff P (r, z + z')} S xx 

— y-kiz'+z") y 2na x i d n + 1 k n ~ 1 erd* 

= 2no x - d n+1 £ nl © *(d-( z'-hz"), » g {0, 1}, d > 0. (4.2.52) 


Folglioh gilt 


OjT = = X 0 -^r{O rr }\ 

OQ 

™ — / 2ti cf x 2 e~M+*'+z'')kJ Q (hr) d k 

Z7t J 
0 

oo 

= o/ d r ‘~‘ j hne-HdW+X'ij^r) d/fc 


o/ d”+*(d + z' + z")<‘ 

' 2"[(d -f z' + z"Y + r 2 ]"+1/ 2 


, n € {0, 1}, d > 0 


mit dor Varianz 


Vf 2 = U rr (0; ,z,z) 


oj d n + l 


2»(2s + d)»+ x 


(4.2.53) 


(4.2.54) 


Ein Vergleich der AKF (4.2.53) mit jenen aus der lokalen Approximation 
globaler Modelle gewonnenen in Tabelle 4.7 zeigt: 

(1) Die Htkvo NEN-Modelle (4.2.49) sind lokale Approximationen des „reci- 
procal-distance“‘-Modells (n = 0) bzw. des Poisson-Modells (n — 1). Oder 
umgekehrt formuliert: letztere sind globale Äquivalente der ersteren. 
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(2) Die harmonische Fortsetzung von der Kugel in den Außenraum und die 
anschließende lokale Approximation führt {bis auf einen konstanten Faktor) 
zum gleichen Ergebnis wie die lokale Approximation mit anschließender 
harmonischer Fortsetzung in den oberen Halbraum (Abb. 4.11). In diesem 
Sinne sind die Operationen der lokalen Approximation und der harmonischen 
Fortsetzung miteinander vertauschbar. 

Nachdem wir speziell für die in der Geodäsie und Geophysik wichtige Klasse 
der harmonischen Prozesse (der wirbelfreien Quellenfelder) die Zusammen¬ 
hänge Kugeloberfläche/Außenraum-Tangentialebene/oberer Halbraum darge¬ 
legt haben (Schema in Abb. 4.11), werden die Unterschiede zwischen Prozessen 
im IR” und auf der Kugel noch einmal zusammengefaßt. Im IR" sind Verschie¬ 
bungen und Drehungen, auf der Kugel nur Drehungen des Koordinaten¬ 
systems möglich. Daher können im IR" sowohl homogene als auch homogen¬ 
isotrope, auf der Kugel allenfalls homogene und isotrope Prozesse Vorkommen. 
Die Ableitungen homogener Prozesse nach den Koordinatenrichtungen sind 
im IR" wieder homogen, diejenigen homogen-isotroper Prozesse zwar anisotrop, 
aber ebenfalls homogen. Auf der Kugel sind bereits die ersten Ableitungen 
eines homogen-isotropen Prozesses inhomogen. Somit ist hier die spektrale 
Betrachtungsweise stark eingeengt. Die Spektralfortpflanzung ist bei Integral¬ 
transformationen mit homogen-isotropem Kern möglich. Im Gegensatz zu 
kontinuierlichen Spektraldichten homogener oder homogen-isotroper Pro¬ 
zesse im IR" sind die Spektraldichten homogen-isotroper Prozesse auf der 
Kugel mit beschränktem Definitionsbereich nur auf diskreten Wellenzahlen 
besetzt und am Ausgang der Übertragungsgleichung (4.2.37) sogar (distributiv) 
entartet. 

Der Umgang mit Prozessen auf der Kugel ist bedeutend aufwendiger als 
mit solchen im IR”; man vergleiche etwa die Difforentiationsregeln in Tabelle 
4.6, S. 112 mit denen der Tabellen 3.4, S. 79, 3.5, S. 80. Zwar treten in der 
ebenen Approximation globaler Potentialfelder bei nicht mehr abgeschlossenem 
Quellenfeld gewisse Schwierigkeiten auf, doch sind solche theoretischen Defekte 
zu beheben (Kblme und Mhier, 1981). Man wird also globale Prozesso für 
lokale und ggf. auch für regionale Probleme, soweit dies mit dem Wesen der 
Aufgabe und den Genauigkeitsansprüchen verträglich ist, planar approximie¬ 
ren. Vorzugsweise bedient man sich planarer Modelle, die ein globales Äquiva¬ 
lent besitzen, um je nach Bedarf von der einen zur anderen Betrachtungsweise 
widerspruchsfrei übergehen zu können. Die o. a. Zusammenhänge sind daher 
nicht nur von theoretischem, sondern auch von praktischem Wert. 

Literaturhinweise: Arbeiten über mehrdimensionale Prozesse sind mit wenigen Aus¬ 
nahmen, z. B. der Exkurs bei Swesohnikow (1965) oder Won« und Ha,tick (1985) 
stark mit speziellen Problemen verknüpft. Klassische Abhandlungen in der Turbulenz- 
theorio sind n. a. die Darstellung im Zeit- und Ortbereioh von Obvohow (1958), im 
Frequenz- und Wellenzahlbereieh von Jaglom (1958), siehe auch Lvmley und Pa- 
noesky (1964), Tatarsxu (1967), in der Magnetohydrodynamik von Krause und 
Bädler (1980). Speziell ebene Prozesse in verschiedenen Fachgebieten bohandoln 
z. B. WniTTLic (1954, 1963), Longuet-Higgins (1957), Nayak (1971), Agtbrberg 


(1974), Grafarhnd (1976), Keller und Meier (1980), Jaroslawskij (1985). Ansätze 
zur „Mehr-Punkt-Statistik“, speziell die hier nioht behandelten Mehr-Punkt-Korre- 
lationsfunktionen finden sich hei Obucuow (1958) und Graearbnd (1972). Homogen- 
isotrope Prozesse auf der Kugel, ihre Fortsetzung in den Außenraum und planare 
Approximation sind — orientiert an den Aufgaben der Physikalischen Geodäsie — aus¬ 
führlich bei Moritz (1980) dargestellt. Zweidimensionale Filterverfahren in der Ebene 
behandeln u. a. Jaroslawskij (1986), Meier (1988 b). Spezielle Filterverfahren auf der 
Kugel findet man bei Eckhardt (1983). Da die Beispiele im Text vorwiegend das 
Erdschwerefeld betreffen, zitieren wir ergänzend Arbeiten zum Erdmagnetfeld, zu 
sog. komplexen Potentialfoldanalysen einschließlich der statistischen Lösung inverser 
Aufgaben: Kautzleben* (1963), Mündt (1964,1969), Sokwahn (1975a, b, c), Forsbbrg 
(1984a, b). 

































5. Spezielle Prozesse und Probleme 


5.1. Prozesse mit spezieller Erhaltungsneigung 

5.1.1. Markowsche Prozesse 


Wir haben bisher unsere Aufmerksamkeit vorwiegend auf die für die Anwen¬ 
dung wichtigen stationären bzw. homogenen Prozesse gerichtet. Allerdings 
mußten wir zu ihrer Untersuchung auch Prozesse heranziehen, die nicht not¬ 
wendig stationär sind, aber eine ganz charakteristische Erhaltungsneigung 
besitzen; für die Spektralzerlcgung stationärer Prozesse benutzten wir z. B, 
Prozesso mit unabhängigen Zuwächsen. Eine gut untersuchte Klasse von der¬ 
artigen Prozessen sind die MABKOWschen Prozesse. Sic modellieren Vorgänge, 
bei denen der zukünftige Zustand lediglich vom gegenwärtigen Zustand, aber 
nicht von der Vergangenheit abhängt. Man spricht auch von Prozessen ohne 
Gedächtnis. 

Definition 5.1: Der Prozeß X(t) heißt MABKOWseher Prozeß, wenn für jedes 
endliche geordnete System von Zeitpunkten t, t < t 2 < • ■ • < t n die bedingten 
Wahrscheinlichkeiten die Gleichung 

P(X(0<*|Xft) = St ,...,JC(<„)== S „)==P(V(i)< a; |V(4)-5 M ) (5.1.1) 

erfüllen. 

Die Funktion 

F(t', x'; t", x") := P(X(0 < x" \ X(t') = x'), f , t" > 0 (5.1.2) 

heißt Übergangsfunktion des Prozesses. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit dafür 
an, daß im Moment t" die Zufallsgröße X(t") einen Wert kleiner als x" an¬ 
nimmt, wenn sie zum Zeitpunkt t' den Wert x' angenommen hat. Ist F nach 
x" differenzierbar, so heißt 


p{t', x'\t",x")-.= 


dF(t',x';t", x") 


(5.1.3) 


Übergangsdichte. Unter sehr allgemeinen Bedingungen erfüllt die Übergangs¬ 
dichte p die nach Oha r man und Kobmogobow benannte Gleichung 


OQ 

p(t\ *'; t", x") = f p(t, r)-,t", X") p{t', x'\x,n) Ar), t' < x < t". 

(5.1.4) 
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Durch die Anfangsverteilungsdichte p 0 (x) und die Übergangsdichte pH', x'; 
t", x") wird ein MABKOWseher Prozeß eindeutig festgelegt. Die Dichte der so¬ 
genannten absoluten Verteilung zum Zeitpunkt t ergibt sich zu 


f p(t 0 ,y;t,x)p 0 (y)dy. 


(5.1.5) 


Definition 5.2: Ein MABKOWseher Prozeß heißt homogen, wenn die Übergangs¬ 
funktion F nur von der Zeitdifferenz x — t" — t' abhängt, also wenn gilt : 

F(t', x'; t", x") = F{x\ x, x"). (5.1.6) 

Beispiel 5.1: Molekulare Wärmeleitung. 

Wir greifen das Beispiel 1.1, S. 13 der vereinfachten eindimensionalen Wärmeleitung 
auf. Der vertikale Wärmetransport in der Atmosphäre erfolgt durch elastische Stöße 
der Luftteilchen. Daboi nimmt ein Teilchen kinetische Energie, also Wärme, auf bzw. 
gibt sie ab. Stochastisch läßt sich dieser Transportvorgang dadurch modellieren, daß 
ein Energiequant mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach oben wie nach unten abgegeben 
wird. Dieses Modell realisiert das FoiJRlHKscho Gesetz der Wärmeleitung: Aus Gebieton 
mit höherer Temperatur, also mit höherer Energiediehto, werden häufiger Quanten 
in Gebiete mit niedrigerer Temperatur abgegeben als von dort empfangen. Der Wärme¬ 
transport erfolgt von Gebieten höherer Temperatur in Gebiete niedrigerer Tomporatur, 
und der Wärmofluß ist dem Temperaturgefälle proportional. 

Der molekulare Ablauf eines Vorgangs kann durch die Irrfahrt eines Wärmequants 
beschrieben werden. Diese Irrfahrt ist ein MABKOWseher Prozeß: Die zukünftige Po¬ 
sition des Quants wird allein von seiner gegenwärtigen Position bestimmt und ist un¬ 
abhängig von seinem bisher zurüekgologton Wog. Es sei nun 

p(t', X r, x") = ~ 0 exp [ - , t" > t' (5.1.7) 

v %iit" -«') L 2(r-f')J 


V (f, X't", x") = . 12 exp - 7 , (" > f' (5.1.7) 

- t') L 2(f — f )J 

die Wahrscheinlichkeitsdichte für den Übergang eines Quants von x' nach sc" im Zeit- 
intervall (t r , t"). Ferner sei p a die Dichte der Aufonthaltswahrscheinlichkeit des Quants 
zum Zeitpunkt t 0 = 0. Dann liefert (5,1.5) die Aufenthaltswahi'schemlichkoit des Quants 
zur Zeit t : 

+ oo 


JW 


6 “(Sf-*)V2(p 0 (jr) dy. 


Nun gilt 


— / —1— e -W2f\ - X — e _5 ’/ 2 A 

8t \]/ 2 M I I 


■■ 5(x, t), 


und ferner läßt sich (6.1.8) mit Hilfe von (2.5.5) und (2.4.3) umschreiben in 


Pi(x) = 


- e~ l -v—r:) t mt-s)p 0 (y) S(s) ds dy 


= * p 0 (z) S(t). 


(5.1.10) 
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Hieraus folgt, wieder mit (2.S.S) und (2.5.13), 


—■ Pt — - Pt — — 

8t 8z* 8t 


— i-Lz e-*V«\ - — (—L e~*l*\ 
dt \V&rf / öz 2 \y 2 7d I 


* f>o(*) d(t) 


= 8(z, t) * p 0 (z) ö(t) = y 0 (z) d(t). 
Ausführlicii schreibt man die letzte Beziehung als 

i£h = ^!a fü r f>0 , ) 

St 8z 2 I 


Pt^P 


für t = 0. 


(5.1.11) 


Damit genügt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Quants der Wärmeleitungsglei¬ 
chung. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist aber proportional der Temperatur. 
Folglich wird in der Tat durch den beschriebenen MARKOWSohen Prozeß die Wärme¬ 
leitung modelliert. 


Der im Beispiel 5.1 angegebene Prozeß ist ein Vertreter der Klasse der Prozesse 
mit unabhängigen Zuwächsen. Bereits in Definition 3.5 haben wir komplex- 
wertige Prozesse mit unabhängigen Zuwächsen eingeführt. Hier spezialisieren 
wir diese Definition auf den reellen Fall. 


Definition 5.3: Ein Prozeß X(t) heißt Prozeß mit unabhängigen Zuwächsen, 
wenn für jedes endliche geordnete System von Zeitpunkten tj < f 2 < ■■■ < t n 
die Zuwächse 


X(tz) — -V(h), — X(t 2 ), X(t n ) — X(4-i) (5.1.12) 

unabhängig sind. 

Mit der häufig vereinbarten Festlegung P{X(t 0 ) = 0) = 1 erweist sich jeder 
Prozeß mit unabhängigen Zuwächsen als ein MAKKOwscher Prozeß. 

Definition 5.4: EinProzeß mit unabhängigen Zuwächsen, für denP(X 0 = 0) = 1 
gilt und für den die Zufallsgrößen X(t) normalverteilt mit dem Mittelwert Null 
und der Streuung ä 2 t sind, heißt WiENBKscher Prozeß. 

Lemma 5.1: Für einen Wiener sehen Prozeß gilt: 

0 X x(t', t") = u* min {<', t”}. (5.1.13) 

Fast alle Realisierungen eines WiENERSchen Prozesses sind stetige, aber 
nirgends differenzierbare Funktionen. Der WiENERSche Prozeß ist daher im 
klassischen Sinne nicht differenzier bar. Wir werden aber in 5.1.2. sehen, daß 
seine Ableitung im Sinne der verallgemeinerten Funktionen das weiße Rauschen 
ergibt. 


5.1.2. Verallgemeinerte Prozesse 

Verallgemeinerte Prozesse treten in Situationen auf, in denen das mathema¬ 
tische Modell eines realen Vorgangs oder die mit diesem Modell auszuführenden 
Operationen den Rahmen des klassischen Funktionsbegriffes sprengen. Ferner 
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ist es typisch für solche Situationen, daß die Werte des Modellprozesses zur 
Zeit t der Messung nicht zugänglich sind. Infolge Trägheit des Meßsystems oder 
durch „bremsende“ Vorgänge in der Realität, die im mathematischen Modell 
vernachlässigt wurden, können nur gewogene zeitliche Mittel der Prozeßwerte 
gemessen werden. Ein Standardbeispiel für den erstgenannten Aspekt sind 
Prozesse mit nicht absolut integrierbarer Spektraldichte, z. B. S(co) == S a . 
Solche Prozesse haben eine unendliche Gesamtleistung, sind daher keine 
realen Vorgänge, sondern nur mathematische Modelle. Die Rechnung mit 
diesen Modellen führt aber aus dem Bereich der klassischen Funktionen 
heraus, denn z. B. die AKF eines Prozesses mit konstanter Spektraldichte ist 
0(t) = ß 0 d(r), also die Deltafunktion. Ein Beispiel für den zweiten Aspekt ist 
der Prozeß der BsowNschen Bewegung. Die Realisierung dieses Prozesses sind 
überall stetige, nirgends differenzierbare Funktionen. Die Geschwindigkeit der 
BEowKSchen Bewegung ist daher kein Prozeß im klassischen Sinne mehr. Die 
reale BsowHsche Bewegung weicht aber von dieser Modellvorstellung dahin¬ 
gehend ab, daß reale Moleküle nicht trägheitslos sind. Die reale Bewegung kann 
daher als gewogenes zeitliches Mittel der Modellbewegung oder anders aus¬ 
gedrückt: als geglättete Modellbewegung aufgefaßt werden. 

Da unser Rüstzeug dor Theorie der Distributionen nur in Rechenregeln für 
die Deltadistribution besteht, müssen wir uns auf verallgemeinerte Prozesse 
beschränken, zu deren Behandlung die Deltadistribution genügt. Ferner wollen 
wir ohne Begründung hinnohmen, daß alle gewohnten Rechenregeln für 
klassische Prozesse auch für Prozesse gelten, bei deren Beschreibung die Delta¬ 
distribution auftritt. Unsere Vorgehensweise ist damit vorgezeichnet: Treten 
bei Operationen mit Prozessen Funktionen auf, für die diese Operationen im 
klassischen Sinne nicht mehr erlaubt sind, so werden diese Funktionen umge¬ 
formt in Terme, die klassisch behandelbar sind, und in Terme, die Deltadistri¬ 
butionen enthalten. Die „klassischen“ Terme werden klassisch und die „Delta¬ 
terme“ entsprechend den Rechenregeln für die Deltafunktion behandelt. 

Beispiel 5.3: Ableitung des Wienerschen Prozesses. 

Der WnWERSche Prozeß oder Prozeß der eindimensionalen Bßowrrschen Bewegung 
(vgl. Abschnitt 5.1.1.) ist ein instationärer Prozeß X mit der AKF 

UoV'. i") = ff 2 min {{', ("}, (5.1.14) 

Da die AKF im klassischen Sinne nicht zwoimal differenziorbar ist, ist der WlENEBsche 
Prozeß im klassischen Sinne nicht differenzierbar. Wollen wir aber die Ableitung i m 
Sinne der verallgemeinerten Funktionen verstehen, so können wir formal rechnen 

{ (j 2 t’ < t" 1 

für l = <T a (l - H(t' - (")], 

o t' ^ t" J 

8 2 

^77 °xx (G n = <*W - t") = oW' - n = <r*ö(r). 


9 Meier/Keller 
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Wegen 


Orxit', t") = c xx (t’, n = ^(r) 


(5.1.15) 


ist die Ableitung des WxHNHEschen Prozesses ein verallgemeinerter Prozeß mit der 
Deltafunktion als AKF. Dieser Prozeß ist das bereits bekannte weiße Rausohen. 

Das weiße Rauschen ist wohl der geläufigste verallgemeinerte Prozeß. Wir 
formulieren seine Spektraldichte und AKF im IR”: 


n S(k) = S 0 (S 0 > 0, const), 


+ CO 


(5.1.16) 


(5.1.17) 


Für jeden Punkt des Wellenzahlraumes ist die Spektraldichte konstant und 
die Prozeßwerte an beliebig benachbarten Orten sind paarweise korrelations¬ 
frei. Mehrdimensionales weißes Rauschen ist stets oin homogen-isotroper Pro¬ 
zeß, was man der Beziehung (5.1.17) zunächst nicht ansieht, aber für n = 2, 
3,... leicht verifizieren kann. Im ]R a gilt 


2 S(k) = S 0 , *0(r) = So*, J(r) e= fl 0 a(r)/»|r|, 


(5.1.18) 


denn es ist sowohl 


*S(k) = So ff e-» T '*d(r) d r « S 0 


als auch 


OO +00 

*S(k) ~2nj J ü (kr) 8n~~ r j ’h[kr) ö(r) dr = S 0) 


und im ]R S 


3 S(k) = S 0> *0(r) = S 0 3 Ö(r) = Sid(r)l2nr* : 


(5.1.19) 


denn es ist sowohl 


3 S(k) = $o /// e 3, * Tr3 <5(r) dr = Sq 


+ oo 

. f sinfcr S 9 d(r) , f sin kr 

3 m = ^J J -j—mar-s- 


als auch 
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Das Operieren mit unbegrenzten Spektraldichten und entarteten AKF er¬ 
fordert mitunter gewisse Rechenkniffe, demonstriert im 

Beispiel 5.3: Fehler-AKF in Nivellemenislimen und -Netzen als Ergänzung zu Beispiel 
3.6, S. 77. Sei X(t) der Prozeß der als unkorreliert angenommenen elementaren Meß¬ 
fehler mit S xx (m) = S a = oonst und T(«) der Fehlerprozeß der über die Streckenlänge 
l bestimmten Höhenunterschiede Ah mit 


ffyy(cu) = 4 sin 2 (coli2) S 0 = 2(1 — cos col) 8 0 , (5.1.20) 

vgl. (3.3.23). Syy ist im klassischen Sinne nicht cF-Mransformierbar, somit F ein ver¬ 
allgemeinerter Prozeß. Um die 'f~ x -Transformierte 



zu bestimmen, zerlegen wir don Integranden in 


2(1 — cos col) cos co t — 2 cos cot — cos [co(t — 1)] — cos [co(z + 1)], 

integrieren gliodweise zunächst bis zu einer oberen Grenze o> s und gehen dann zum 
Grenzwert cu g -> oo über: 

Cyy(z) = 8 0 lim j— sm “s 7 _L siu [w 8 (v — i)l _1_ sin [cu k (t + 1)] ) 

<t>ß—>-oo T 7t T l 7Z T X J 

= ' 5 o[2<3(t) - <5(r - l) - <5(r + 1)] = 8 0 [ 2<5(r) - <5 (|t[ - 1)], (5.1.22) 

wobei wir die Grenzwertdarstellung (2.5.1) und die Variablentransformation (2.5.3) der 
Deltafunktion benutzt haben. Rechenprobe durch Rücktransformation: 


i — j -pw 

Syy(co) — 2 S 0 f ö(t) dz — 8 0 f 6(z — l) e~i WI dz — S 0 f d(z — l) oä“ T dr, 


wobei im letzten Integral z durch — z ersetzt ist, um Regel (2.5.5) durchweg anwenden 
zu können: 

Syy(co) — 2S 0 — + ei“*) — 2$ 0 (1 — cos col), 

was zu zeigen war. 

Es ist also Cy Y (z) > 0« 0; = 0) für r = 0 (r = ±1; r =p -l, 0, +1), d. h., nur die 
Fehler unmittelbar benachbarter Ah sind (negativ) korreliert, wobei sich die delta¬ 
funktionsartigen Singularitäten im realen Nivellement woitgehend ausgleichen (Be¬ 
gründung im Beispiel 3.6, S. 77). 

Denken wir uns nun noch oin idealisiertes Nivollementsnotz mit quadratischem 
Punktraster. Die Seiten der Quadrate seien Nivellementslinien (parallel zu den Koor- 
dinatenrichtungon x, y) der Länge L — nl — const. Dann haben wir eindimensionale 
Fehlorprozesse Y x (x), Y 2 (x) mit 

= Sy lYt = Ä' r y|!=i, gemäß (5.1.20), 
g YiYi = g y,y, = Gyyli-z gemäß (5.1.22), 


9 * 
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und fragen nach den Eigenschaften des zweidimensionalen Prozesses Y(x, y) im ebenen 
Nivellementsnetz. Man sieht sofort, daß wegen S yr {<)) = 0 Beziehung (4.1.48) ver¬ 
letzt ist und daher kein ebener homogon-isotroper Prozeß, der durch Nullsetzen eines 
seiner Argumente wieder einen eindimensionalen Prozeß mit den Eigenschaften (5.1.20), 
(5.1.22) ergibt, im Bereich der reellen Funktionen existieren kann. Isotropie wäre z. B. 
gegeben, wenn l S(k x ) = bSf (k v ) = 2 S(k x , k y ) = 8 a , denn in diesem Fall ist Beziehung 
(4.1.40) erfüllt: 


'-kfw-Lf // w e ~ 3fcTr dr 


+oo 

~ J J ö(Ay) d(Ay) e~iM® d Ax d Ay 

— OQ 


mit 6(Ay) 6{Ay) = 2 <5 [Ay, Ay) = <5 (Ay), 

+ oa 

= 8 0 ff 6(Ax) 6(Ay) e~i k * Ax d Ax ddy <= 8 C . 

— OO 


In realen Nivellemontsnetzen hat man, sowohl wegen korreliortor Meßfehler als auoh 
wegen unregelmäßiger Netzform a priori mit richtungsabhängigen Fehlerprozessen zu 
rechnen. Schlußfolgerungen betreffs nivellitisch bestimmter Erdkrustenbewegungen 
siehe Beispiel 6.9, S. 186. 


5.1.3. Periodische Signale 

Ein auf [-T, -J-T] gegebenes periodisches Signal, in komplexer Schreibweise 

s(t) — a e j(tUt( + ? ’ ) = a[eos (a> 0 t + <p) + j sin («„f + y)], (5.1.23) 

läßt sich gemäß (3.2.5) im Frequenzbereich durch eine Spektrallinie von end¬ 
licher Höhe an der Stelle eo 0 darstellen, und umgekehrt erhält man s(t) aus dieser 
Linie vollständig zurück. Man kann s(t) aber auch — nach dem Vorgehen im 
Abschnitt 3.2.2. —. als „elementaren Baustein“ eines stochastischen Pro¬ 
zesses mit größter Erhaltungs- bzw. Wiederholungsneigung auffassen und dar¬ 
auf rein formal die Begriffe und Rechenregeln stochastischer Prozesse an¬ 
wenden, was sich als durchaus sinnvoll erweist. Die Leistung von s(t) muß dann 
ebenfalls in einer Spektrallinie bei cu 0 konzentriert sein und — als Integral über 
die spektrale Leistungsdichte ß(o>) — einen endlichen Wert besitzen. Beide For¬ 
derungen sind mit dem herkömmlichen Fnnktionsbogriff nicht zu vereinbaren. 
Jedoch bietet sich die Deltafunktion, deren Integral nach (2.5.6) einen end¬ 
lichen Wert besitzt, zur widerspruchsfreien Formulierung der Spoktraldiclite 
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Über die cP' 1 -Transformation erhält man die AKF 

+ CO 

Ö(t) = <r 2 j d(co — co 0 ) e* mr do) = 0 2 ei®»', (5.1.25) 

■—OO 

wobei wir die Regel (2.5.5) benutzt haben. Berücksichtigt man außerdem, daß 
S(co) ~ S(-co) und nur Re{(7(T)} AKF-Eigenschaften besitzt, bekommt man 
schließlich 

S(to) = 2?w 2 <5(|cü| — ft> 0 ), Ö(t) ~ a 2 cos co 0 t. (5.1.26) 

Einen gleichwertigen Ausdruck für die ARE gewinnt man auch aus Definition 
(3.1.6), indem man o. B. d. A. für eine periodische Funktion s(t) — a sin (co 0 l-\-<f>), 
formal schreibt 

+ T 

G(r)= lim|l 

t-k» * 1 

-T 

= o 2 OOS co 0 t, o 2 = a 2 /2. (5.1.27) 

Bei der quadratischen Mittelung reproduziert sich die Signalform bis auf den 
Phasenwinkel <p. Man sieht also, daß die AKF keine Phasenbeziehungen be¬ 
wertet. Folglich kann s(t) — im Gegensatz zur deterministischen Betrach¬ 
tungsweise — nicht vollständig aus (5.1.26) rekonstruiert werden. 

In konkreten Problemen treten periodische Signale selten in der reinen 
Form (5,1.23) auf, eher schwanken a und <p zufällig in mehr oder weniger engen 
Grenzen: sog. Schmalbandramchen 

s(t) = a(t) e b“» , +v(i»; (5.1.28) 

Dabei sind s(t), a(t), <p(t ) Realisierungen von Zufallspozessen S(t), A(t), &(t) 
mit |N(f)[ S i(f). Die Zerlegung eines Prozesses X(f) in Prozesse der Ampli¬ 
tuden- und Phasenschwankungen bezeichnet man als Enveloppenmethode. Sie 
hat sich besonders wirkungsvoll zur Untersuchung von Schmalbandrauschen 
erwiesen (Sweschnikow, 1965). Schmalhandrauschon ist im allgemeinen ein 
instationärer Vorgang. Stationarität tritt nur unter gewissen Voraussetzungen 
ein (Schutt, 1968). Spezielle AKF- und Spektraldichte-Modelle onthält 
Anhang A3; vgl. auch Beispiel 5.4, S. 135. 

Ein periodisches Signal der Form (5.1.23) mit den diskutierten Eigenschaften 
läßt sich natürlich auch im IR" angeben, z. B. als skalare räumliche Welle 
s(x ; t) die sich in der Zeit t ausbreitet. Speziell betrachten wir eine ebene 
Wellung 

s(x) = a e ifcT * = a[cos (k Xt x + k Vo y) -f j sin (k Xt) x + k^/)) (5.1.29) 

mit dem Ortsvektor x — [x, )/] T und dem Wellenzahlvektor fc 0 = [k Xa , k v ^. 
Phasenverschiebungen sind o. B. d. A. Null gesetzt. Wendet man wieder die 
Prozeßbegriffe formal auf das ebene Signal s(x) an, so muß die (endliche) 


j sin ( co 0 t + <p) sin fw 0 (< + r) + y] df 
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Leistung im Punkt k = fc 0 konzentriert sein. Analog zum eindimensionalen 
Pall setzen wir 

8(k) = c a 2 ö(k fco) = c^8(k x k Xt ) d(k v k Vt ), 

+oo 

a2 ^ä ff ö{k * ~ K) ö{kv ~ K:> dk * dky = ä 

— oo 

und erhalten über die 2 S '~ 1 -Transformation (4.1.6) die AKF 


(5.1.30) 


+ °° 

C(r) = er 2 ff 2 ä(k - k 0 ) e ifcTr dk = <r 2 e*‘ Tr (5.1.31) 

— OO 


mit dem Verschiebungsvektor r = [/I*, Zly] T . 

Berücksichtigt man wieder, daß $(fc) = 8(—k), vgl. Abb. 5.1, und nur 
Re{0(r)} AKF-Eigenschaften besitzt, wird 

8(k t , k y ) = 4r7i-(r6{\k x \ — k x ,) (5(|^| — k v ,), (5.1.32) 

G(Ax, Ay) = o- cos (k x ,Ax -j- k Vt Ay). (5.1.33) 

Einen gleichwertigen Ausdruck für die AKF erhält man analog (5.1.27) aus 
dem quadratischen Mittel 


+ A +B 

0(r) = lim -^-5 / / cos k 0 T x cos [fe 0 T (* + r)] dr 

A—roa AAB J J 


— ff- cos k„ T r , ff 2 = a 2 / 2 . (5.1.34) 

Wegen $ — /S'(fc) und G = <7(r) ist s(x) richtungsabhängig. Ein ebenes (all¬ 
gemein: n-( limensionajes) homogen-isotropes Äquivalent zu (5.1.24) existiert 
nicht, denn mit 8(0) = 0 ist eine der hierfür notwendigen Voraussetzungen 



Abb. 5.1. Nadelimpuls (links) und Ringimpuls (rechts) als Spektraldichten ebener 
homogonor Prozesse 
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(4.1.48) verletzt. Man kann jedoch ein homogen-isotropes Ersatzmodell kon¬ 
struieren, indem man in (5.1.33) Polarkoordinaten ( r, <p), (k 0 , ff) einführt und 
die AKF C(Ax, Ay) — G(r, <p) über <p = 0 bis n mittelt: 

Ax — r eos <p, Ay — rssm<p; k Xt — k 0 cos #, k Vt — fc 0 sm$, 

G(r, <p) — ff 2 cos [& 0 r(cos ep cos & -f- sin 9 ? sin #)] 

= er 2 cos [ÄJ 0 r 003 ( 9 ) — 0 )], 

tp=Q~{-n 

_ ? a 2 f 

C(r,<p) :=— I cos [ß 0 r cos (cp — $)] Ay 

n J 

$=>& 

n 

ff 2 r 

— — / cos ( k 0 r eos e) de (e : = cp — &), 
n J 
0 

G(r, cpf — G(r) — — 7iJ 0 (k 0 r) — a 2 J 0 (k 0 r), (5.1.35) 

7t 

gültig für alle k Xt , k Vi , Ax,Ay 6 (— 00 , + 00 ) mit k ( 2 = k\ t -f k\ t ,r 2 — Ax 2 + Ay 2 . 
Die zugehörige Spektraldichte ist die bereits aus Beispiel 2.7, S. 50 bekannte 
Rjngimpulsfunktion 

S(k) = 27rff 2 & 0 -1 <5(|Ä;| - k a ). (5.1.36) 

Die Leistung eines solchen Prozesses ist über einem Kreis mit dem Radius k 0 
konzentriert („Spektralring“, Abb. 5.1). Um die formale Rechnung, die auf 
einen solchen Spektraltyp führt, zu motivieren, bringen wir 

Beispiel 5.4: Vertikale Erdkrustenbewegung imPannonischenBecken (nach S.Meikk, 1987). 
Das tertiär-quartäre, Absenkungs- und Sedimentationsgebict des Pannonischen Beckens 
ist — als Teil Neoeuropas — auch rezent noch mobil. Es liegt nahe, die großräumige 



Abb. 5.2. AKF der Vertikalgesohwindigkeit rezenter Erdkrustenbowegungon im Pan¬ 
nonischen Becken als Funktion dos sphärischen Abstandes yi (1° £ 110 km). Schätzun¬ 
gen aus Repräsentativwerten über 1° X P-Kompartimento (a) und 0,5° x 0,5°-Kom- 
partiment« (b) 
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Bewegung relativ zu den umgebenden alpiden Systemen {Ostalpen, Karpaten, Dinari- 
den) als Ausschnitt aus einer ebenen Wellung (5.1.29) aufzufassen. Um für Prädikations¬ 
zwecke die AKF der Vertikalgeschwindigkeit v mit ausreichender statistischer Sicher¬ 
heit schätzen zu können, sollte man über ein Ensemble von Realisierungen aus Ab¬ 
senkungsgebieten ähnlicher Struktur verfügen. Wir haben jedoch nur eine endliche 
Stichprobe, Oeschwindigkeitswerte aus Wiederholungsnivollements der Karpaten- 
Balkan-Region zur Verfügung, so daß allenfalls eine mittlere, ricMungsunabhängige AKF 
geschätzt und durch Modell (5.1.35) approximiert werden kann. 

Abb. 5.2 zeigt die AKF-Schätzung aus Repräsentativworten über 1° X l°-Kompar- 
timente. Mittlere Wellenzahl h a und mittlere Wellenlänge ü 0 = 2ji jh 0 sind 

fc 0 «ss 0,45 je Grad sa 0,40 X IO -2 km -1 , A 0 14° <=a 16 x 10 a km, 

korrespondierend mit der Ausdehnung dos Beckens. 

Verringert man die Kompartimentsgröße, so werden auch kleinräumige Bewegungen, 
etwa der als „Inselgebirge“ stehengebliebenen Reste der Pannonischen Masse, sekun¬ 
därer Becken, Durchbruchstäler usf. mit Wellenlängen ü < abgebildet. Dafür ist 
ein modifiziertes Modell 

O m {r) = or 2 6-‘»‘ r V 0 (V). (5.1.37) 

also ebenes Schmaibandrauschon mit zugehörigem „Spektralwall“ anstelle des „Spek¬ 
tralringes“ geeignet (vgl. Anhang A3). Eine Schätzung aus Repräsentativwerten über 
0,5° X 0,5°-Kompartimente (Abb. 5.2) ergab die Parameter 

sa 0,70 mm 2 /a 2 , ic 0 1,74 je Grad 1,56 X 1CF 2 km -1 , 

A 0 sa 3,6° sa 4,0 x 10 2 km, & sa 0,68 jo Grad sa 0,61 X 10~ 2 km -1 . 

Die zur (vektoriellen) Prädiktion von grad v erforderlichen AKE/KKF gewinnt man 
aus G m mit Hilfe der TAVLOR-KARMAN-Relation (4.1.28); vgl. Beispiel 4.7, S. 98. 

Mit den verallgemeinerten Prozessen im Abschnitt 5.1.2., speziell dem weißen 
Rauschen, nnd den periodischen Signalen haben wir Prozesse mit kleinster 
nnd größter Erhaltungsneigung kennengelernt. Alle „echten“ Prozesse (die 
aus dem weißen Rauschen herausgefiltert werden können und daher mehr 
Struktur auf weisen) ordnen sich zwischen beide Typen von Grenzprozessen 
ein. Ausgehend vom weißen Rauschen mit S 0 als einziger Kenngröße im Fre¬ 
quenzbereich folgen mit zunehmender Erhaltungsneigung zunächst das 
Breitbandrauschen mit den Kenngrößen und der Grenzfrequenz co s , dann 
das gefilterte Rauschen mit S(a>) = |G(jco)| a $ 0 , schließlich das Schmalband¬ 
rauschen mit der Darstellung (5.1.28). Zunehmende Erhaltungsneigung drückt, 
sich demnach in einer Einengung der Spektraldichte, äquivalent dem langsame¬ 
ren Abklingen der AKE, und in einer verfeinerten mathematischen Beschrei¬ 
bung aus — bis im Grenzfall des periodischen Signals als determinierter Funk¬ 
tion die strenge Vorhersagbarkeit erreicht ist. 
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5.2. Differentialgleichungen mit stochastischen Variablen 

5.2.1. Gewöhnliche Differentialgleichungen 

Viele zeit- oder ortsabhängige Vorgänge in der Natur werden durch Differen¬ 
tialgleichungen oder Differentialgleichungssysteme beschrieben bzw. als An¬ 
fangswertaufgaben behandelt. Auch die verformenden Eigenschaften von 
Meßgeräten, ferner Steuer- und Regelmechanismen werden durch solche Glei¬ 
chungen charakterisiert. Dabei können gewisse Elemente dieser Gleichungen 
— Variable, Koeffizienten, Anfangswerte — stochastisch sein, und man spricht 
dementsprechend von Gleich/umgen mit stochastischen Variablen bzw. Stör¬ 
funktionen, Gleichungen mit stochastischen Koeffizienten oder Gleichungen mit 
stochastischen Anfangsbedingungen. Wir können hier keine geschlossene Theorie 
entwickeln, sondern beschränken uns auf den erstgenannten Typ einer Glei¬ 
chung mit stochastischen Variablen, die überdies linear sein möge. Vorzugs¬ 
weise interessieren uns stationäre Lösungen im Konzept der Prozesse 2. Ord¬ 
nung. 

Gegeben sei die inhomogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffi¬ 
zienten 

a«Y^(t) + «b-i FG-D(f) + ... + öi Y'(t) + a 0 Y(t) = X(t). (5.2.1) 

Eingangsgröße X und Ausgangsgröße Y seien stationäre Zufallsprozesse. Man 
sucht nun die Gleichung (5.2.1) so umzuwandeln, daß bei gegebenen Eigen¬ 
schaften von X diejenigen von 7 erschlossen werden können. In diesem Zu¬ 
sammenhang erinnern wir an das Vorgehen von Eriedmait und Kelleb (1924), 
vgl. Abschnitt 1.2., schreiben die Gleichung (5.2.1) noch einmal für den Zeit¬ 
punkt i + r an, multiplizieren sie linksseitig mit X(t) und bilden auf beiden 
Seiten die Erwartungswerte; 

E {a n X(t) YW(t + *) + a n _\X{t) Y”~»(t + t) + ... + ai X(t) Y'{t + t) 
+ a 0 X(t) Y(t + r)} = E{X(i) X(t + *)}, 

a nG X yw(t) + U»-iGxy(»->)(t) + + «lOry' (f) + a 0 G X y{t) — C x x(t)l 

(5.2.2) 

Damit ist bereits der Übergang vom Zeit- in den Korrelationsbereich mit der 
Zeitverschiebung f als unabhängiger Variabler vollzogen. Ersetzen wir noch 
die KKE zwischen X und den Ableitungen von Y durch O xy nach den Regeln 
in Tabelle 3.5, S. 80, ergibt sich mit 

a »üjf]r{r) -f- a n ^ 1 ö ( j Y 1) (r) + -j- aiGxy(r) + a 0 üxrü) = G xx {t) 

(5.2.3) 

eine zu (5.2.1) völlig analoge Gleichung. Anstelle der Eingangsgröße X steht 
ihre AKE, anstelle der Ausgangsgröße T die KKE zwischen X und Y. Um G X y 
und/oder O ry bei vorgegebenem G xx zu gewinnen, rechnet man zweckmäßig 


































im Frequenzbereich, denn die Transformation der Gleichung (5.2.S) nach 
Wibsthb/Chintsohxn führt mit den Differentiationsregeln in Tabelle 3.5, 
S. 80 auf die algebraische Gleichung 

[ a #(H" + <*n--i(H* -1 "• + <h(H + «o]$rr(<u) — 8xx(°>)' (5.2.4) 

Vergleichen wir (5.2.4) mit (3.3.17) und setzen 

MH" + a Ä -i(;H” _1 H- f- «i(H + aoT 1 =: G(H> {5.2.5) 

ist der Zusammenhang mit der linearen Filterung (Abschnitt 3.3.4.) hergestellt, 
und im Spektralbereich gelten die Beziehungen 

^xy{ m ) = G()co) Sxx((o)> S Y x(o}) = G{]<x>) S X x{a>), (5.2.6) 

S yy (m) = G( jo) G(jw) Sxx(«>) = |G(HI 2 £ xv (o>). (5.2.7) 

Die Kovarianzfunktionen 0 XY , C YX , 0 Y y gewinnt man durch c F“ 1 -Transfor- 
mation der Spektraldichten (5.2.6), (5.2.7). Da G X y, S X y auch eine Phasen¬ 
information enthalten, sind mit diesen Kennfunktionen die Eigenschaften des 
linearen Systems im Konzept der Prozesse 2. Ordnung vollständig erfaßt, 
sofern unter noch näher zu bezeichnenden Voraussetzungen eine eindeutige 
stationäre Lösung Y existiert. Zunächst erläutern wir die formale Rechnung 
am 

Beispiel 5.5: Glättung durch Trägheit eines Meßgerätes . 

Jedes Meßgerät besitzt eine gewisse Trägheit, so daß es den Schwankungen eines zu 
messenden Signals x(t) nicht beliebig rasch folgen kann; in der Registrierung y(t) sind 
hochfrequente Fluktuationen geglättet. In vielen Fällen läßt sich die Beziehung zwi¬ 
schen x und y durok eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung 


«i y'(t) + y(t) = *(0 


mit konstanten Koeffizienten « 0 = 1, a x uusdrücken. a x heißt Zeitleonstante des Meß¬ 
gerätes. Aus (6.2.S) bis (5.2.7) folgt 

«... l i — i«!« 

1 + «l(] 0 >) 1 + (« x Ü>) a 

7TiT~X _ 1 1 + 


ö(jco) = 


1 — ai(jß>) 1 + (<x x e>) 2 ’ 


" T+M ä ” W - 


|ö(jö >)| 2 = 


' f — 




1 + («jßj ) 2 * Vy 1 + (« x tu) a 


Mit monoton abnehmender Übertragungsfunktion haben wir tatsächlich einen Glät¬ 
tungsfilter vor uns mit der frequenzabhängigen Phasenverschiebung 

9 >(ö>) = arc tan (—a x ö)) = —arc tan (« x to) 


nach (3.3.14); vgl. Abb. 5.3. 


(5.2.10) 


Wir betrachten noch zwei Grenzfälle der Eingangsgröße: 
(a) Weißes Rauschen mit 


8„x( 0> ) = 8 n {ay) = s o/[i + («l«) 2 ]. 


(5.2.11) 


Die Ausgangsgröße ist autokorreliert mit C yy vom Exponentialtyp (Modell 2 a. im 
Anhang Al) und <x x als Abklingkonstante. 

(b) Periodisches Sigal mit 


S xx {m) — na/ <S(M — co 0 ). 


O /..v na/8(\a>\ — co 0 ) yru/6(|o)| - co 0 ) „ 

w "iTS-i + 


<KM -o> 0 ). 


(5.2.12) 


Das Ausgangssignal ist gegenüber dem Eingangssignal in der Amplitude gedämpft und 
in der Phase verschoben: 


a v = “*/[! + («M 3 ] 1 ' 2 < ¥>(«o) = ~arc tan (« x a> 0 ). 


(5.2.13) 


Wie die Beispiele zeigen, kann bei bekannten Eigenschaften von Ein- und Ausgangs¬ 
signal die Zeitkonstante « x dos Meßgerätos abgesohätzt werden; vgl. hiorzu auch die 
Abschnitte 6.3.3., 6.3.4. 

Betrachten wir noch kurz den allgemeineren Fall, daß auch die rechte Seite 
in (5.2.1) eine Linearkombination von Ableitungen ist; 


a„F ( ”>(f) + » H f lrl| (i) -|-f ai Y’(t) + a 0 F(f) 

= b m XM(l) + ö m _ x X<“-«(f) + - + b.X'it) + b 0 X(t) 

oder in symbolischer Schreibweise 

Q tt (p)Y(t) = P m (p)X(t), 


(5.2.14) 


(5.2.15) 


wobei Q„{p), P m (p) Polynome vom Grade n, m des Differentialoperators 
p:= djdt und X{t), Y(t) stationäre Zufallsprozesse sind. Mit den gleichen 



Abb. 5.3. Glättung durch Träghoit eines Meßgerätes: Tiefpaßfilter mit der Übertra¬ 
gungsfunktion U(m) = \0(]<’i)\“ und der Phasenverschiebung <p{co) 
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5. Spezielle Prozesse und Probleme 


Überlegungen wie oben erhält man 


0(jo>) = 


Pm{ jd>) 


ÖÜ't») = 


Pm( j^c) 
ö*(j<a) 


|ö(j©)|* 


1-Pm(j«)[ 2 

(5.2.16) 


und die Spektraldichten (5.2.6), (5.2.7). (Im Beispiel 5.5 ist m = 0, P 0 = 1, 
» = 1 . &(j®) = 1 + «i(jco).) 

Unter welchen Bedingungen ist nun Y(t) eine stationäre Losung von (5.2.1) 
bzw. (5.2.14)? Die Ausgangsgröße Y{t ) kann dann als stationär angesehen 
werden, wenn 

(a) die Eingangsgröße X(t) stationär ist und 

(b) der Zeitpunkt, für den die Lösung Y(t) interessiert, genügend weit vom 
Ursprung entfernt liegt, so daß alle durch die Anfangsbedingungen bestimm¬ 
ten (instationären) Übergangsprozesse (z. B. Einschalten eines Meßgerätes) 
abgeklungen sind. 

In vielen Anwendungen sind diese Bedingungen hinreichend, gut erfüllt; die 
o. a. Lösung über eine algebraische Gleichung im Frequenzbereich ist ein 
Standardverfahren. Die Eingangsgröße X(t) braucht dabei — wie Beispiel 5.5 
lehrt — nicht notwendig differenzierbar bzw. ein Modellprozeß mit endlicher 
Leistung zu sein. Für einen realen stationären Ausgangsprozeß Y(t) muß nur 
|ö(j<w)| 2 mit wachsendem a> so abnehmen, daß 


b oo + oo - 4-00 

SM *)= j i<?(j«>)i 3 <*«> < <» 


(5.2.17) 


ausfällt. Die Bedingung (5.2.17) ist speziell im Falle weißen Eingangsrauschens 
mit 8 X x{(o) = S 0 erfüllt, wenn m < n. 


5.2.2. Partielle Differentialgleichungen 

Viele mehrdimensionale Probleme der mathematischen Physik und der theo¬ 
retischen Geowissenschaften werden durch partielle Differentialgleichungen 
beschrieben bzw. als Randwertaufgaben behandelt. Ebenso wie bei den ge¬ 
wöhnlichen Differentialgleichungen können verschiedene Elemente — Feld¬ 
größen, Koeffizienten, Randwerte — stoohastisch sein. Man spricht dann von 
Gleichungen mit stochastischen Variablen, Gleichungen mit stochastischen Koeffi¬ 
zienten oder stochastischen ^Randwertproblemen. Bevorzugte Anwendungsgebiete 
solcher Gleichungen sind die Turbulenztheorie, die Wellenausbreitung in 
turbulenten Medien und ihre Streuung an rauhen Oberflächen, die Potential¬ 
theorie, Prozesse der Wärmeleitung und Diffusion, der Bewegung und Deforma¬ 
tion der Kontinua usf. — Entsprechend den vielfältigen und auch recht schwie- 
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rigen Problemen ist das mathematische Rüstzeug zu ihrer Lösung ebenso man¬ 
nigfaltig wie anspruchsvoll. Es existiert noch keine geschlossene Theorie 
stochastischer Differentialgleichungen, und wir können hier auch nur ver¬ 
hältnismäßig einfache Beispiele jeweils einer, und zwar linearen Gleichung mit 
einer stochastischen Variablen bringen.- 

Beispiel 5.6: JjAphACE-Qleichung. Eigenschaften von Ableitungen des Schwerepotentials 
in der Ebene. 

Das Störpotential T genügt im Außenraum, der LAPLAOE-GIeichung AT — 0. Wir fragen 
nach den Eigenschaften gewisser Ableitungen von T unter der Voraussetzung, daß T 
in einer beliebigen Ebene oberhalb des Quellenfeldes homogen, insbesondere homogen 
und isotrop ist. Zu diesem Zweck gehen wir analog wie im letzten Abschnitt vor, notie¬ 
ren die Gleichung im Punkt P(P, y', z'), multiplizieren sie mit T im Punkt Q(x", y", z") 
und bilden 


£ (T9 2 T(P) 8*T(P) 8~T(P) 

{[ 8x' 2 + dy' 2 + 8z'* 

C 2 Oj.rp , 8*Cjrprp 

8x' 2 + 8f 2 + 8z' 2 = ’ 


j T(<3)} = 0, 


0 TT {x', y',z'-,x",y", z"). 


Mithin muß C TT bezüglich der Variablen x', y', z' ebenfalls die LATi.AOE-Gleichung im 
Außenraum erfüllen, d. h. harmonisch sein. (Zur harmonischen Fortsetzung eines ebenen 
Prozesses vgl. die Abschnitte 4.1.6. und 4.2.3.). 

Sei nun speziell C TT = G TT (Ax, Ay; Z) mit Ax — x" — x', Ay — y" — y', 
Z ~z' -f- z", dann kann man 8 2 f8x n , 8 2 f8y' 2 , 8 2 f8z' 2 durch 8 2 j8Ax 2 , 8 2 /8Ay 2 , d^fdz’ 8z” 
ersetzen und erhält 

^ 

8Az* + ~8Ay 2 + 8z' 8z” = 

Nach den Differentiationsregoln für AKE, Tabelle 3.4, S. 79 ist 
d z O TT r . S 2 O tt n , 8 2 G tt „ 




Also gilt 


+ G tt = C T , Ts 


(5.2.18) 


oder mit 


Tx = —Y$> t v = -W, T s = ~Ay, 

^t,Tz~^ä s a s 

die zu (5.2.18) äquivalente Beziehung 

CAgA, = y\C H + 0„) (5.2.19) 

zwischen den AKE der Schwereanomalie Ag und der Lotabweiohungskomponenten f, ij 
in jeder beliebigen Ebene z = z' = z” 2: 0. 

Analoge Beziehungen bestehen auch für höhere Ableitungen von T, z. B. 

ür«7'„ + ( ' TycTyt = G Tis T„ (5.2.20) 

zwischen den AKE der Komponenten von 


grad Ag = = -\T xl , T„, PJT. 

6 8x 8y 8z v 
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5. Spezielle Prozesse und Probleme 


Ist T in einer festen Ebene speziell homogen und isotrop, so besitzt dort Ag die gleichen 
Eigenschaften, und der Lotabweichungsvektor sowie der horizontale Schweregradient 
sind homogen-isotrope Vektorfelder mit TAYLOR-KAMAAHT-strukturierten AKF/KKE 
(vgl. Abschnitt 4.1.4.). Aus der Spur dieser Kovarianz-Tensoren ergeben sioh die AKE 
der Schwereanomalie (6.2.10) und ihrer vertikalen Änderung (5.2.20) in einer festen 
Ebene. 

Beispiel 5.6 stellt das einfachste stochastische Modell eines Potentialfeldes 
und seiner Ableitungen, speziell in ebener Approximation dar, welche,-) der 
LAFLAOB-Gleichung genügt. Es kann auf beliebige Ableitungen der Stör- 
potentials erweitert werden. Ein räumliches Potentialfeldmodell ist immer 
mindestens bezüglich der Höhe inhomogen, denn die Eeldintensität nimmt mit 
zunehmendem Abstand von ihren Quellen ab. Inhomogene Prozesse als 
Lösungen partieller Differentialgleichungen sind daher (und nicht nur in der 
Potentialtheorie) recht häufig. Wir bringen noch ein Beispiel eines solchen 
Prozesses als Lösung der Wärmeleitungsgleichung. In dem anspruchsvollen 
Beispiel 5.1, S. 127 über molekulare Wärmeleitung haben wir gezeigt, daß die 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Energiequants diese Gleichung erfüllt. 
Jetzt wollen wir uns mit der großräumigen Temporatursohwankung in der 
Vertikalen befassen. Ihr inhomogenes Verhalten muß dabei schon im Lösungs¬ 
ansatz berücksichtigt werden. 

Beispiel 5.7: Vereinfachte Wärmeleitungsgleichung. AKT? der Tem-peraturschioankung 
T(z; t). Höhenabhängige Befraktionsschwankung. 

Gegeben sei die Gleichung (1.2), gesucht die mit (1.2) verträgliche AKE der Temperatur¬ 
schwankung C TT (z', z"; t', t") mit den Eigenschaften (vgl. Tabelle 3.1, S. 67) 

2 |Be {Grp^(z r , z"; t f , «")}| rA Gyy(P, z l ; t', t') , z"; «", t"), (5.2.21) 

0 TT (z', z"; t', t") = 0 TT {z",z';t",t'). (5.2.22) 

Um zn einer Gleichung für 0 TT zu gelangen, schroibon wir (1.2) im Punkt (z", t") an, 
multiplizioron sie linksseitig mit T(z', V) und bilden die Erwartungswerte: 




Die linke Seite ist identisch mit 0 T> dT/St = 8C TT jdt", die rechte mit %C T e'rjSz* 
— vgl. Tabelle 3.5, S. 80, so daß sich mit 


8C tt _ 8-G TT 

Ö4// 7. * 


= 0 TT (z’, z"; t', n 


(5.2.23) 


eine zu (1.2) äquivalente Differentialgleichung 2. Ordnung zur Bestimmung von 0 TT 
ergibt. Wir versuchen eine Lösung durch Trennung der Variablen mit dem Ansatz 


0 TT = <p{t') cp(t") y(z') ip(z"). 

dO TT fdt" = <p{t’) yi(z') y(z") 

d*C TT ldz" 2 = <p{t') <p(t") y>(z') 8 2 f(z")fdz" 2 , 


(5.2.24) 


8<p(t")[8t'‘ 

<pn 


8\{z")jdz " a 


(5.2.25) 
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Damit sind z', t' zunächst eliminiert und z", t" separiert. Die Gleichung (5.2.25) ist 
äquivalent derjenigen, die man bei Integration von (1.2) mit dem Ansatz T — <p(t) \p(z) 
erhält, und wir können aus den bekannten Lösungen von (1.2) diejenigen auswählen, 
welche die Eigenschaften einer AKE besitzen. Damit C TT entsprechend (5.2.21) be¬ 
schränkt bleibt, muß jeder Faktor des Produkts (5.2.24) beschränkt sein. Unter dieser 
Bedingung existiert eine und nur eine Lösung von (6.2.25): 

<p(t") yi(z") = a 0 exp (ja«") exp [-K 3 (l + j) z"] (5.2.26) 

mit den positiven Konstanten a 0 (Temperaturamplitude in der Höhe z" = 0), « (Zeit¬ 
konstante) und K- = (a/2#) 1 / 2 (Dämpfungskonstante) sowie j 2 = —1. Entsprechend 
(5.2.24) und (5.2.26) setzen wir <p(t'), y>(z') als komplexe Funktionen an, 

<p(t') y(z') = exp [E(«') + j(?(«')] exp [f(z') + j»(*')], (5.2.27) 

und bestimmen die freien Funktionen F, G, f, g aus der Symmetrie-Bedingung (5.2.22): 

G tt {z\ z";«', t") = a 0 exp [(jF(«0 + f(z') — KV') 

+ j(a«" + G(t ') + g(z') - KV')], 

C TT (z", t", t') = a 0 exp [(E(f") + f(z") - KV) 

- j(a«' + G{t") + g(z") - ZV)], 

0 TT (z', z"; t', t") = 0 TT (z", z'; «", «') 


\ W) + /(*') - KV = F(t") + f(z") ~ KV 
[a«" + G(t') + g(z') - KV = -a V - G(i") - g(z") -|- KV. 
■F(t) = oonst, /(z) = —K 2 z ] 

G(t) — ~a«, g(z) = -fKVj * 


(5.2.28) 


Aus (5.2.27) und (5.2.28) folgt das (ebenfalls beschränkte) Produkt 


<p(t') y>(z') = (a 0 /2) exp (-j««') exp [—Z 2 (l - j) z'], 


(5.2.29) 


wenn man F(t') = ln (a 0 /2) sotzt. Somit existiert entsprechend (5.2.26) und (5.2.29) 
eino und nur eine Lösung C/rjtqt der Produktform (5.2.24) mit den Eigenschaften (5.2.21), 
(5.2.22), welche dio Gleiohung (5.2.23) für alle z', z", x mit z' 0, z" jä 0, — oo < x 
= t" — «' < -j-oo erfüllt; 


0 TT (z', z"; x) = («, 2 /2) exp {-K 2 (z' + z") + j[ar - K s (z" - z')]}, (5.2.30) 
Be { 0 TT } = (a 0 2 /2) exp [—K 2 (z' + z")] cos [ar — K 2 (z" — s')]. (5.2.31) 

Der Prozeß T(z;t), welcher der vereinfachten Wärmeleitungsgleiohung (1.2) genügt, 
ist demnach inhomogen bezüglich der Höhe und stationär in dor Zeit. Seine AKE hat 
die Form einer in der Zeitverschiebung x fortschreitenden gedämpften Welle mit der 
Anfangsamplitude a 0 und der höhenabhängigen Varianz 


u r s (z) = C TT (z, z; 0) = <r 0 2 exp (~2Z 2 z), ] 

u 0 2 :=V(0 )=V/2. j (6,2 - 32) 

Die AKE des vertikalen Temperaturgradienten y := 8Tf8z und die KKE zwischen T 
und y wurden (für den Zeitpunkt f = «' = «") bereits im Beispiel 3.7, S. 82 angegeben. 
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Der im Beispiel 3.8, S. 83 eingeführte lokale Refraktionskoeffizient x wird zu ca. 
90% von y bestimmt. Wenn die Varianzen o T 2 , ff/ exponentiell mit der Höhe abnehmen, 
folgen ff* 2 sowie die Varianzen ff/, ff/ des wirksamen Refraktionskoeffizienten k und des 
Refraktionswinkels <5 als Integralmittelwerte über k (vgl. Beispiel 3.8, S. 83) annähernd 
dem gleichen Gesetz — gleichlange, horizontale Zielstrahlen vorausgesetzt. In Abb. 5.4 
sind Standardabweichungen gemessener Refraktionswinkel im z — log ff { -System auf¬ 
getragen. Aus dem Anstieg der ausgleichenden Geraden erhält man einen Schätzwert 
für die Dämpfungskonstante von K 2 fv 0,65 km: 1 als Maß des Wärmeaustauschs in der 
Gebirgsafmosphäre. 

Beispiel 5.7 sollte zeigen, welchen Aufwand man bereits im einfachsten Fall 
der Wärmeleitmig treiben muß, um ein Grundmodell für die Momente 
2. Ordnung zu erhalten. Will man zusätzlich dio horizontale Würmeleitung be¬ 
rücksichtigen, so treten in Gleichung (1.1) Glieder mit der Komponenten der 
Windgeschwindigkeit auf. Eine Lösung ist dann nur möglich, wenn zu (1.1) 
die Bewegungsgleichungen und die Kontinuitätsbedingung hinzugefügt wer¬ 
den. Man gelangt so zu dem im Abschnitt 1.2. diskutierten System von par¬ 
tiellen Differentialgleichungen. Die mathematischen Schwierigkeiten nehmen 
sprunghaft zu, und es verwundert weiter nicht, daß mit der Lösung solcher 
Systeme die Namen berühmter Mathematiker verbunden sind. 
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Abb. 5.4. Standardabweichung des Refraktionswinkols ö in der Meereshöhe H bzw. 
der Höhe z = H — H 0 , H a — 100 m. Schätzwerte in der Gebirgsatmosphäre nach 
Hbamlbk (1984) 
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5.3. Prädiktion und Kollokation 

Der Geowissenschaftler sieht sich häufig in die Lage versetzt, in einer Regi¬ 
strierung den eigentlich zu untersuchenden Prozeß vom überlagerten Beob¬ 
achtungsrauschen zu trennen. Ebenso häufig ist aus dem registrierten Verlauf 
eines Prozesses dessen zukünftiger Verlauf zu extrapolieren. Beide Aufgaben¬ 
stellungen können auch kombiniert auftreten, oder es können mehrere gegen¬ 
seitig abhängige Prozesse gleichzeitig zu bearbeiten sein. Alle diese Frage¬ 
stellungen lassen sich auf ein einfaches Grundmodell zurückführen: Es sei 
ein stationärer Prozeß X(t) gemessen. Aus dieser Messung soll ein mit X(t) 
stationär verbundener Prozeß Y{t) geschätzt werden. Im Falle der Filterung 
ist Y(t) der eigentlich interessierende Prozeß und X(t) = Y(t) + n(t) die ge¬ 
messene Überlagerung dieses Prozesses mit dem Beobachtungsrauschen. Beim 
Extrapolationsproblem ist 7(0 der zeit verschobene gemessene Prozeß X: 
F(f) = X(t + t). — Die Schätzstrategie, Minimierung der Schätzfehlervarianz, 
führt zu Methoden, die Optimalfilterung, Prädiktion bzw. Kollokation genannt 
werden. Die Wirkungsweise dieser Strategie soll nun schrittweise vorgestellt 
werden. ' 

5.3.1. Eindimensionale Prädiktion 

Es seien X(t), Y(t) stationäre Prozesse mit verschwindenden Mittelwerten, die 
überdies stationär verbunden sein sollen. Aus der Kenntnis von X(f) soll 7(0 
geschätzt werden. Ausgangspunkt ist ein linearer Ansatz für die Schätzung f: 

+ oo 

$(t) :=/ g{t — S) X(s) ds ~ g * X . ( 5 . 3 . 1 ) 

—oo 

Diese Gleichung entspricht der Vorschrift für ein Integrationsfilter (3.3.13) 
mit der Gewichtsfunktion g. Der Schätzfehler ist 7 — t = : e, die Varianzen 
von X, e seien o x 2 , ff « 2 := V. Die Varianz des Schätzfehlers wird dann auf 
folgende Weise von der Wahl der Gewichtsfunktion beeinflußt: 

V(g) = E{ 7(0 - t(0 } 2 - E 1 7(0 - f°°g(t - s ) X(s) d^J*. (5.3.2) 

Es ist mm naheliegend, diejenige Gewichtsfunktion g* zu wählen, welche die 
Schätzfehlervarianz minimiert: 

m in V{g) = V(g*). (5.3.3) 

Satz 5.1: Eine Gewichtsfunktion g* minimiert genau dann die Schätzfehlervarianz, 
wenn sie die WiENER-HopFscAe Gleichung 

G xx * g* = G X y (ß. 3 . 4 ) 

löst. 


10 Meier/Keller 
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Da die Funktion h beliebig gewählt werden kann, ist diese Minimalbedingung 
genau dann erfüllt, wenn f 

+ 00 

/ g*{t - s) O xx (s - s') da = C XY {t - s'). 

— CO 


Dies ist genau die Wibxeh-K orrsche Gleichung (5.3.4). Das Sehätzverfahren 
mit minimaler Fehlervarianz ist also durch die beiden Gleichungen 

O xx *g* = G xy ,) 

f = g**X } ( 5,3 ‘ 5 ) 

gegeben. Wird X nicht kontinuierlich registriert, sondern in äquidistanten 
Punkten t„ = n/lt, n = 0, ±1, ±2,..., abgetastet, hat man die Werte X(t„) 
zur Verfügung, und die zu (5.3.5) analoge Vorschrift lautet 

27 x(f'n t m ) g*(t i„) = G X y(t — t m ), 

(5 - b - 6) 

*(*) = 27 g*(t - t„) X(t„), m = 0 , ± 1 , ±2, ... 

-CO 

Das Schätzverfahren mit minimaler Fehlervarianz in der kontinuierlichen 
Form (5.3.5) oder in der diskreten Form (5.3.6) wird als Optimalfilterung, nach 
den grundlegenden Arbeiten von A. N. Kolmogorow (1941) und. N. Wiener 
(1941) als Kolmogorow-Wiener-P» Wer oder kurz als Prädiktion bezeichnet. 

Wenden wir uns nun Sonderfällen von (5.3.6) zu. Der erste Sonderfall sei 
Y — X, d. h,, der Prozeß X soll zwischen den Meßpunkten t a ; n — 0, ±1, 
±2, ... interpoliert werden. Die diskreten WiesER-H oPFschen Gleichungen 
lauten dann 

+ 00 

27 ^xx(t» l m ) g*(l — tm) = O xx (t — t m ), m — 0, J-l, i2, ... 

» = — co 

(5-3.7) 

Für einen Prozeß X mit bandbegrenzter Spektraldichte S xx läßt sich die 
Lösung dieser Gleichungen angeben, 

Satz 5.2: Es sei X ein stationärer Prozeß mit bandbegrenzter Spektraldichte 
S xx : S xx (< j>) = 0 für |a>| a> f , Dieser Prozeß sei äquidistant an den Punkten 
t„ — wt/eug, n — 0, ±1, ±2,..., abgetastet. Dann löst 


g*(t) = 


sin (Oft 

(Oft 


die WiBNBS-HoPFacAe» Gleichungen (5.3.7). 


(5.3.8) 


Beweis: Die AKF ist die X ^Transformierte der Spektraldichte. Da S xx band¬ 
begrenzt ist, braucht das cF-Integral nur von — u>„ bis -(-ft)* erstreckt zu wer- 
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den. Es gilt also 

4“ (z)g 

G xx (t m - t n ) = $xxM eM'"- 1 »* dcu, 

•—■ (Og 
'T Ü, K 

C xx (t — l,„) = ~ J S xx (w) cUo. 

— Qjg 

Wegen Bandbegrenzung kann S xx in eine FouEiEB-Reihe entwickelt werden: 


4- oo 

äVx(oj) = z 

£=—oo 


-rOj g 


ixy(m) e J **<»/“• dco. 


Setzt man diese Beziehungen in die WiENEß-HoPFSchen Gleichungen ein, so 
ergibt sich: 


4-00 1 4 -oo r 

Z — c, £ gr*(t~g el-l^n—>/».dö) 

= *— OO fj = —oo J 


—oo { r 

^27 —Cf.. e Mt+(*->»W°>') dö), m = 0, ±1, ±2, ... 

*=-<*> 2rr J 

— (Og 

Da diese Beziehungen für alle bandbegrenzten Spektren und damit für alle 
Werte der Koeffizienten c k gültig sind, muß 

4-00 +a>g 4-ö>* 

V g*(t — t n ) / dm = J ej <ul ‘+ l *- ra W«»«l d«, 

n = — oo — w« — 

to — 0, ±1, ±2, gelten. Die beiden in diesen Gloichungen auftretenden 
Integrale sind 


e io>n(k+n~~m)!*, t l<y = 2ct) g 


sin [fi (k + n —to)] 
yt (k + n — to) ’ 


»»>«/»« Iclcu = 2ct)„ 


lin fr Zi £ — (to — !c) 

L 71 ■ J ^ 

fr — t — (to — h) 

7t 


5.3. Prädiktion und Kollokation 


149 


Diese Beziehungen werden eingesetzt, und mau erhält 


Z g*(t - Q 


sin [fr{& -j- n — w)] 
n(k + n — m) 


Da nun 


3 in ?r ~ t - (to — k) | 

Wu 

rr —- t — (m — k) 

71 

[ft(& + n — to)] j' 
i{k + w — to) 12 


m = 0, ±1, ±2, ... 


sin [ft(& + w — to)] J° n + m — 
“Zr (k + n-m) = 1 1 Ur n = m _ k 


gilt, folgt 


„*/, , i . .... ain K(< - tm-lc)) 

V l m~k) — 71 1 ; • 

^gv *m~k) 

Damit ist Satz 5.2 bewiesen. 

Bisher haben wir gezeigt, daß für bandbegrenzte Signale 


*(0 = Z 3111 , ! n) *(*■> 

n= — oo 0)g(t In) 


(5.3.9) 


die lineare Schätzung mit minimaler Fehlervarianz ist. Es läßt sieh aber zei¬ 
gen, daß diese Fehlervarianz sogar verschwindet, d. h., daß die Schätzformel 
den tatsächlichen Wert der zu schätzenden Große liefert. Dies ist der Inhalt 
des Abtastthearems von W. A. Köteln ikow (1933). 

Satz 5.3 (Abtasttheorem): Es sei X ein stationärer Prozeß mit bandbegrenzter 
Spektraldichte, S xx (co) = 0 für |ro| ä co g . Dann kann X aus der Folge seiner 
Tastwerte X(t n ), t n = nn[o) g , n = 0, ±1, ^2, ..., vollständig wiederhergestellt 
werden. Es gilt 


4- oo 



sin o ) g (t — t„) 
a) e (t — t n ) 


X(t n ). 


(5.3.10) 


Dieser Satz kann wie folgt interpretiert werden: Ein im Abstand .1 abge¬ 
tastetes Signal enthält alle Informationen über das Signal bis zur Frequenz 
co R = f ijA, — oder anders formuliert: Um alle Informationen über ein Signal 
bis zur Frequenz cm zu erfassen, muß es im Abstand A < crlw u abgetastet 
werden. 

Bisher sind wir relativ ausführlich auf die Signalinterpolation eingogangen. 
Nun soll als weiterer Spezialfall von (5.3.6) der Fall einer endlichen Anzahl 
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nicht notwendig äquidistanter Abtastpunkte t n> n — 1, 2, ..., N, betrachtet 
werden. Die (5.3.6) entsprechenden Gleichungen lauten in diesem Fall 

f(t) = ltgSW, 

n=l 

@xx{h — tm) Sn* — G X y(t ~ Li) j m — 1,2,N. 

B = 1 

Da Cxx eme positiv definite Funktion ist, kann das lineare Gleichungssystem 
(5.3.12) gelöst und die Lösung in (5.3.11) eingesetzt werden. Es entsteht dann 
die Prädiktionsvorschrift 


(5.3.11) 

(5.3.12) 


~O xx {t i - h )... G xx (h - VlT 1 (" X(h) 

tm=toMt - u. o„a - «i °“ ( !' - '■> • • ■ °‘ lV ‘ ~ ‘■ ) X( ! J 

_Gxx(ßn — h) Gxx(ßn ~ <«)_ _X(t„)_ 

(5.3.13) 


Diese endliche Form der Prädiktion wird häufig Prädiktion nach kleinsten 
Quadraten genannt. 


5.3.2. Mehrdimensionale Prädiktion 


Im vorhergehenden Abschnitt haben wir das Problem betrachtet, eine Schät¬ 
zung £(() für einen Prozeß Y(t) unter Zuhilfenahme eines mit Y(t) stationär 
verbundenen Prozesses X(f) zu konstruieren. Die Lösung dieses Problems 
fanden wir in der Methode der Prädiktion nach kleinsten Quadraten. In diesem 
Abschnitt wollen wir diese Methode zunächst auf mehrdimensionale Prozesse 
übertragen. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf Prozessen, die auf oder 
außerhalb einer Kugel definiert sind. Danach werden wir diese Methode dahin¬ 
gehend verallgemeinern, daß wir nicht mehr fehlerfreie Beobachtungen des 
Prozesses -A(t) voraussetzen, sondern der meßtechnischen Realität entspre¬ 
chend ein Beobachtungsrauschen n(t ) zulassen. 

Die Methode der Prädiktion nach kleinsten Quadraten ist aber nur ein 
Sonderfall der wesentlich allgemeineren Kollokation nach kleinsten Quadraten. 
Die Erweiterung besteht darin, daß nicht mehr lediglich eine Schätzung $ ( t) 
für einen Prozeß Y(t), ausgehend von einem beobachteten Prozeß X(t), sondern 
mehrere Schätzungen f’kiß), k = 1,..., m für mehrere Prozesse F*(£)> k = 1, 
ausgehend von mehreren beobachteten Prozessen X iy i = 1, ge¬ 

sucht sind. Die Verbindung zwischen den beobachteten und den zu schätzen¬ 
den Prozessen sei dadurch gegeben, daß dieso als Ergebnis gewisser linearer 
Transformationen, angewandt auf einen gemeinsamen Äusgangsprozeß T, 
entstehen: 

Y k — 8 k T, k = l,...,m, Xi=L t lT, i = 1, ...,n. 


(5.3.14) 
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Die resultierende Methode kann noch auf den Fall erweitert werden, daß die 
beobachteten und die zu schätzenden Prozesse über eine lineare Beziehung mit 
unbekannten Parametern verknüpft sind. Die Aufgabe bestoht dann zusätzlich 
darin, diese Parameter zu schätzen. Damit wird die Kollokation ein flexibles 
Werkzeug, das die Bearbeitung hybrider Datensätze erlaubt und die Sonder¬ 
fälle Ausgleichung, Prädiktion und Filterung einschließt. 

Betrachten wir zunächst die Prädiktion auf und außerhalb einer Kugel. 
Es seien X und Y (homogen-isotrope) Prozesse auf der Kugel, deren AKF und 
KKF mit G X x{P, Q), G y y(P, Q) bzw. G X y{P, Q) bezeichnet seien. Als AKF kön¬ 
nen z. B. alle in Tabelle 4.7, S. 120 angegebenen Basismodelle bzw. deren Fort¬ 
setzungen in den Außenraum benutzt werden. Gesucht sei eine Schätzung 
f(P) für Y(P), ausgehend von den beobachteten Werten X(Pi), i — 1 , 2, ..., n. 
Die im Abschnitt 5.3.1. angestellten Überlegungen lasson sich völlig analog 
auf den vorliegenden Fall übertragen, und man erhält die (5.3.13) entspre¬ 
chenden Prädiktionsformeln 

t(P) = #jC&X (5.3.15) 

mit 

c rx = \G yx (P> P\)> ■ ■ ■> G yx {P, P n ) j, 

Oxx(Pi,Pi)...O xx (P 1 ,P n f 
Gxx(P2>Pl) G XX (P 2 , P fl) 

Gxx(P»> P\) G XX (P„, Pn)_ 

Beispiel 5.8: Schwereprädiktion. 

Pur die Bestimmung des Geoides bzw. für die Prospektion benötigt man sehr dichte 
und regulär verteilte Sohwereanomaüen Ag auf der gesamten bzw. einem Toil der 
Erdoberfläche. Im allgemeinen sind aber die zur Verfügung stehenden Daten Ag nicht 
gleichmäßig über die Erdoberfläche verteilt, so daß fehlende Daten aus den beobachte¬ 
ten prädiziert werden müssen. Dazu nimmt man an, die Schwereanomalien Ag seien ein 
homogen-isotroper Prozeß auf der Kugel. Als AKF-Modell für diesen Prozeß benutzt 
man häufig die von Tsohebuino und Rapp aus der globalen Analyse von Schwerefeld¬ 
daten abgeleitete Funktion (4.2.32). 

Man nimmt nun an, daß in den Punkten 1\ - (# ; , A;), i = 1, 2, fehlerfrei 

bestimmte Schwereanomalien / L(/-P) zur Verfügung stehen. Entsprechend (S.3.15) 


bestimmt man eine Schätzung Ag(P) für die Schwereanomalie Ag in P = (&, 4) nach 

Ag(P) = f\jgOjgj a Ag. 

Die in (5.3.17) vorkommenden Größen sind dabei folgendermaßen definiert: 

(5.3.17) jl 

j: 

i 

AgT = \Ag(P 1 ),,..,Ag(P„)l, 

(5.3.18) 

^'AgAg = AgAghPl)y •••> ^ AgAghPnf\> 

(5.3.19) 

^AgAgity ^AgAgi^iz) ■«* QAgAgiVln) 


^AqAq ' ■ * , 

Ag Ag(V> ni) * * * ^ AgAg{V*n,n— l) @AgAg{ty_ 

(5.3,20) 

1 
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wobei 

y>i = cos & cos -f- sin & sin #y cos (A — Ay), 
V>{|- = COS )>; COS ’&j + sin sin #y COS (Ay — Ay) 
die sphärischen Abstände der Punkte P, Py; Py, Py sind. 

5.3.3. Mehrdimens/ona/e Kollokation 


(5.3.2t) 


Nun wollen wir von der unrealistischen Voraussetzung fehlerfreier Messungen 
abrücken. Der gemessene Prozeß (l) sei die Überlagerung des zu prädizierenden 
Prozesses (Signal s) und des Beobachtungsrauschens (n): 

l^s + n. (6.3.22) 

Signal und Rauschen mit den mit C,„ G n „ bezeichneten AKF werden als 
unkorreliert vorausgesetzt: G sn = 0. Ausgehend von den Beobachtungen 
li = i — 1, 2,..., n, sucht man eine Schätzung J(P) für s(P), Setzt man 
X — l und Y — s, so haben wir die Situation (B.3.15) vor uns. Dies führt zu 
folgendem Formalismus der Prädiktionsfilterung: 

Ä(P) = cJ,CüH (5.3.23) 

mit 

cjy = P t ),G a ,{P, P,)], P == fc,..., l n ], (5.3.24) 

~C„(P» Pt) + C nn (P u P,)... 0„(P U P„) + OUPu Pnf 
„ G es (P 2 , Pi) -f- G nn (P 2 , Pi) ... C„(P t , P„) -f- C nn (P 2 , P n ) 

t 'ii — . . 

MP; Pi) + O nH (P n , Pi) ...G, t (P n , P„) + O nn (P n ,P n )_ 

(5.3.25) 

Um eine anschauliche Vorstellung von der Wirkung der Prädiktionsfilterung 
zu erlangen, betrachten wir den Fall, daß der Prädiktionspunkt P mit einem 
der Beobachtungspunkte P, zusammenfällt: P — Py,, 1 ^ = n - Fernersetzen 

wir voraus, daß die Meßfehler in den einzelnen Meßpunkten unkorreliert sind 
und daß das Signal nur schwach verrauscht ist: 

C nn = o*I, 0*<|C„(P„Pj)|, i=l,...,n. (5.3.26) 

Für die Inverse Cji 1 gilt dann näherungsweise 

Cü i ~C?-o»C2C2. (5.3.27) 

Setzt man dies in (5.3.23) ein, so entsteht 

m.) « c ic-n - «Aäetfcyj 

= clC-H - o^cJMC-H 
= ?(Py,)-^[0,..„ 1,..., 0] G-H, 


(5.3.28) 
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Nun überzeugt man sich, daß 

<T*[0, ..., 1, ...,0] = [G la (P u PJ, ...,C ln (Pi„ Py.), ..., <7y„(P„,Py.)] 

= cj n (5.3.29) 

gilt. Ferner ist der zweite Term in (5.3.28) ein Korrekturglied. Man kann ihn 
daher ohne Genauigkeitsverlust leicht abändern. Es kann z. B. C~f durch Cjj 1 
ersetzt werden. Damit erhält man 

«(Py.) « HPi.) - clCüH = W - MPi.) • (5-3.30) 

Dies bedeutet, daß durch Prädiktionsfilterung das Rauschen abgetrennt und 
das Signal aus den Messungen herauspräpariert wird. Für den Grenzfall ver¬ 
schwindenden Rauschens reproduziert die Prädiktionsfilterung die gemessenen 
Werte. 

Nun wollen wir die Methode der Prädiktionsfilterung auf den Fall verall¬ 
gemeinern, daß sowohl die gemessenen als auch die zu prädizierenden Werte 
das Ergebnis linearer Transformationen eines gemeinsamen Prozesses T sind, 
z. B. Schwereanomalie Ag , Geoidhöhe N, Lotabweichungskomponenten £, rj als 
Funktion des Störpotentials T : 

. BT 2 T 

(5.3.31) 

e _1 _8T 1 BT v ’ 

s yR Bi} ’ T> yR sin & BK 

Dabei ist R der mittlere Erdradius und y die Normalschwere. 

Der Prozeß T mit 0 TT sei homogen-isotrop. Die zu prädizierenden Signale s k 
seien das Ergebnis linearer Transformationen von T, 

s k = 8 k T, k = 1,2,..., m, (5.3.32) 

die gemessenen Werte ly Überlagerungen linearer Transformationen von T 
mit dem Beobachtungsrauschen n, 

ly = L i 7 , + wy, i = 1,2, ...,«. (5.3.33) 

Ferner sei wiederum vorausgesetzt, daß l und n unkorreliert sind. Um den 
Formalismus der Prädiktionsfilterung anwenden zu können, müssen aus C TT 
durch Kovarianzfortpflanzung die Größen c at und Cu berechnet werden. Man 
erhält 

f L/L/O tf (P, Q) ... L^L^G tt {P, Q)~\ 


(5.3.31) 


Cu = 


'S/W 
cj, = : 

ßn/Li 


L/L/G TT (P, Q)... L/L/O tt (P, Q) 
WWC TT (P, Q) ... 8/L/G TT (P, Q)~ 


q O tt (P, Q) ■ ■ ■ S m F L„ Q 0 TT (P , Q) 


(5.3.34) 


(5.3.35) 
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Die hochgestellten Symbole P, Q bedeuten gemäß (4.2.14), (4.2.15), daß die 
Operationen bezüglich der Variablen P bzw. Q von C TT auszuführen sind. 
Damit ergibt sich die Vorschrift 

...SSL^Ctt 

ß m p L^C TT ... S m p L n QC TT 

T L^L^Ott ... L/L n <*C TT ~\ T 1 T t, ~ 

x! I + C„ n : . (5.3.36) 

1 LßLfÖTT ... LßL*C„ J J L l n _ 

Der oben dargestellte Formalismus wird als Kollokation nach kleinsten Qua¬ 
draten bezeichnet. Die Kollokation hat gegenüber der Prädiktion ein weitaus 
größeres Anwendungsfeld. Während sich die Anwendung der Prädiktion in der 
Interpolation von Schweredaten, Geoidundulationen u. ä, beschränkt, können 
mit der Kollokation Datensätze von unterschiedlichstem Typ gemeinsam ver¬ 
arbeitet werden: Horizontalwinkel, Zenitdistanzen, Schweremessungen, astro¬ 
nomische Längen- und Breitenbeobachtungen, Satellitenbeobachtungen, 
Schweregradienten usw. — Alle diese Daten haben die gemeinsame Eigenschaft, 
daß sie vom Erdschwerefeld beeinflußt werden. Sie können daher, eventuell 
nach Linearisierung, als lineare Transformationen des Störpotentials darge¬ 
stellt werden. 

Beispiel 5.9: Das Gravimetrie-Altimetrie-Problem. 

Beim klassischen Stokes-P roblem der Physikalischen Geodäsie nimmt man an, daß die 
Erdoberfläche gleichmäßig mit Schwereanomaliedaten Ag bedeckt I8t, und man ver¬ 
sucht, aus diesen Daten das Störpotential T bzw. die Geoidhöhe JV zu bestimmen. In der 
Realität fehlen aber auf den Ozeanen Schweroanomalien fast vollständig. Dafür kann 
man aber mit Hilfo der Satellitenaltimetrie das Störpotential T seihst über den Ozeanen 
bestimmen. Es liegt daher nahe, beide Datentypen zu kombinieren und damit den 
Verlauf des Geoids unter den Kontinenten zu bestimmen. Diese Aufgabe wird gelegent- 
lieh als Gravimetrie-Altimetrie-Problem bezeichnet. 

Man nimmt also an, in p Punkten P; seien die Sohwereanomalien 

A 9i = L { T + »i = - - — T(Pi) +n it % = 1, 2. p, (5.3.3 1) 

Sr r 

mit dem „mittleren Fehler“ a Ag bestimmt. Ferner soll in q Punkten das Störpotential 

?’,• = Lß + «i = T(Pi) + n r , * = p + 1, p + q = n (5.3.38) 

mit dem „mittleren Fehler“ cr 7 > gegeben sein. Gesucht seien an m Punkten Q k die Geoid¬ 
höhen 

Pf k — S k T = T(Q k )jy, k « 1, 2,.... m. 



(5.3.39) 
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Berechnen wir nun die benötigten Matrizen. Unter der Annahme, daß alle ausgeführten 
Beobachtungen unkorrelierte Fehler haben, ergibt sich 


0 

0 o T *l\ ’ 


(5.3.40) 


Für die Matrix c s ; erhält man nach (5.3.36) 




GyAg{PnQl) QjNAg(Ppt I G NT (P p + k , Ql) ■ ■ ■ G}fp[P n , Qj) 

: : l : i 

GyAg(P ly Qm) ••• Gy Ag (P p , Qrn) \ Gyx{Pp+l> Qm) ••• G NT (P n . Q m ) 


und ferner gilt 


(5.3.41) 


G» = C nlt + 


QdgAg(P 1> Pli ••• G AgAg (P x , Pp) [ 0 AgT {P l, Pp+l) ... GAqt(P\> Pp) 

GAgAg(Ppi Pl) ... @AgAg(Pp< Pp) j G AgT (P p , Pp+l) G AgT (P p , Pn) 


G Ag Ag(Ppt Pl) -. G AgAg (P p . P p ) 
GrAg{Pp+l> Pi) ••• GrAg(Pp+ 1> Pp) 

0 TAg (P n ,P x ) •-•G TAg {P n , P p ) 


\ß k T ,..., .i?(<? ra )], 

Wij • ••> f«J — (117 l. •••> Agp, Pp.i *..., T„]. 


Ott(Pp+ 1. Pp+ 1) - Gtt(P p +v Pn) 

Gtt(Pu . Pp+i) ■ ■ ■ C TT (PP„) _ 
(6.3.42) 


Wählt man z. B. als AKF-Modell C TT die Funktion (4.2.23), so ist die AKF 0 AgAg 
bereits bekannt. Es ist das logarithmische Modell (4.2.33). Lediglich die KKF C TAg , 
Cy Ag , C Nr bleiben noch zu berechnen. Es gilt 


Gtaq = 


2 r 

- Jt ° TT 


8 / R* \»+i 

Sr „=2 \r'r" f n 

-^«r>z /_gL\” +1 ,., g ” +2 

R »=2 \ r'r" ) n(n- l) 2 

«> (Tlt+2 

= «R Z — -- P„(C0S ff), 

»= 2n(n — 1) 

i— — G TAg , Gjf T = — C TT . 

V y 


n +l u»+2 
n(n - l) 2 


P„(eos y>) 


P„(cos y>) 


(5.3.43) 


(5.3.44) 


Nun stehen alle Informationen bereit, um die benötigten Matrizen zu berechnen, und 
man erhält 

[&(Q i), ■ •^ m )] T = cJ,Cji\A gi . Ag p , T p+V ..., T„] t . (6.3.45) 

Es soll nicht unerwähnt bleiben, daß die praktische Anwendung der attrak¬ 
tiven und in sich geschlossenen Theorie in den Beispielen 5.8 und 5.9 auf er¬ 
hebliche Schwierigkeiten stößt. Man denke z. B. an die Lücken iin verfügbaren 
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Datenmaterial und die nach Staaten bzw. Staatengruppen unterschiedlichen 
Systeme, auf die sich die Daten beziehen. 

Jetzt soll die Kollokation noch dahingehend erweitert werden, daß das 
bisherige Signal s in einen langwelligen und einen kurzwelligen Anteil zerlegt 
wird (Abb. 5.5). Der langwellige Anteil wird Trend genannt und soll durch 
einen linearen Ansatz der Dorm 


27 A) x i 

i=l 


(5.3.46) 


mit den zu bestimmenden Parametern x a modelliert werden. Der verbleibende 
kurzwellige Anteil soll weiterhin als Signal s bezeichnet werden. Der Kollo¬ 
kationsansatz lautet nunmehr 


l = 27 ®i(#> A) Xi + s 4- n. 

t~ i 


(5.3.47) 


Zu bestimmen sind 5 und i — 1,2,..., r. Bezeichnen wir für den Augenblick 


a 2 (j?i, Aj) ... a t (& my A m ) 
®r(^n A-i) ... a r ($ m , A m ) 


+ s ($i> A s ) 

m(t? 2 ,A 2 ) -MO^Aj) 

* * 

A m ) "T ®($m> A m )_ 

(5.3.48) 

, (5.3.49) 


so kann (5.3.47) in der Form 

Y — Aß + e, E(ssT } = c, e + C nn (5.3.49) 

geschrieben werden. Wir haben das allgemeine lineare Modell aus Abschnitt 
2.2.3. vor uns. Von daher wissen wir auch, daß 

= £ = [A^c„ + c n ,r i At{c„ + c„r» r (5.3.50) 

die beste lineare unverzerrte Schätzung für die Koeffizienten x a , i = 1, 2, ..., r 
des Trendmodells ist. Subtrahiert man die Trendschätzung von den Beob¬ 
achtungen, 


1 (#*, Aj.) — l($f> Aj.) 27 a i(^kt A^) A;, 

i=i 


(5.3.51) 




Abb. 5.6. Eindimensionales trendbe¬ 
haftetes und verrauschtes Signal 
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Rouschen 
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so gilt l = s -)- n, und wir haben wieder die Situation (5.3.22) vor uns. Damit 
lautet s: 

S = cJr(C„ + C n „)- l l. (5.3.52) 

Fassen wir nochmals zusammen, so lautet das Kollokationsmodell: 
l = Ax + s + «, E{IP} = C ss + C n „, 

* = [AT(C„ + C„ B )-i A]-' AyC aa + C nn )-' l, (5.3.53) 

s = c]j(C sa + C^y 1 (l — Adk ). 

Für den Sonderfall verschwindenden Trends (A — 0) ergibt sich die Prädik¬ 
tionsfilterung und für den Sonderfall verschwindenden Signals (s = 0, C aa — 0, 
cJi = 0) das Ausgleichungsmodell vermittelnder Beobachtungen. 

Literaturhinweise: Eine Einführung in die Theorie der MABKOW-Prozesse gibt u. a. 
Fisz (1970), spezielle Beispiele Agtebberg (1974). Periodische Signale und verall¬ 
gemeinerte Prozesse vom Typ des weißen Rauschens, ferner gewöhnliche Differential¬ 
gleichungen mit stochastischen Variablen werden vorwiegend in technischen Büchern 
behandelt, z. B. Sohlitt (1960, 1968), aber auch Swesohnikow (1966). Zu partiellen 
Differentialgleichungen der Turbulenztheorie bzw. Hydrodynamik siehe Obuohow 
(1958) und Jaglom (1958), zur LAPLAOE-Gleichung im Außenraum z. B. Moritz (1974). 
Ein Überblick über stochastische Differentialgleichungen findet sioh im Handbuch von 
Dreszbr (1975). Als klassische Abhandlung über Optimalfilterung gilt die von Wiener 
(1950); ferner verweisen wir auf Neuburger (1972) und die elementare Darstellung 
von Lauer und Wbobel (1972). Prädiktion und Kollokation werden, speziell für die 
Physikalische Geodäsie, ausführlich von Moritz (1973, 1978, 1980) und Rummel 
(1975) behandelt. Weitere Spezialarbeiten, „moderne“ Zugänge und Konzepte finden 
sich in den Sammelbänden Brosowski und Martensbn (1975), Moritz und Sünkel 
(1978), Grafarend und Rapp (1984), Sünkei, (1986). 
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Zur Statistik der Zufallsprozesse 


6.1. Stichprobenerhebung 

6.1.1. Ergodizität 

Wir haben die AKF bzw. die Spektraldichte als wichtige Kennfunktion eines 
stationären Prozesses kennengelernt. Die AKF ist mit Hilfe des Erwartungs- 
Wertes definiert worden, und wir haben im Abschnitt 2.2.4. als Schätzung für 
den Erwartungswert das arithmetische Mittel über mehrere {möglichst viele) 
unabhängige Realisierungen kennengelernt. Um die AKF zu schätzen, be¬ 
nötigen wir also mehrere Realisierungen des Prozesses. In den meisten Fällen 
steht uns aber nur eine einzige Realisierung zur Verfügung, denn es gibt z. B. 
nur ein einziges Geomagnet- bzw. Erdschwerefeld. Es erhebt sich die Frage, 
ob nicht vielleicht doch bereits in dieser einzigen Realisierung alle Informa¬ 
tionen über den Gesamtprozeß enthalten sind. Prozesse, die diese Eigenschaft 
besitzen, heißen ergodisek. Sie sind einerseits auf Grund ihrer „exotischen“ 
Eigenschaften recht selten, andererseits kommt der Anwender, wenn er nur 
über eine einzige Realisierung verfügt, gar nicht umhin, Ergodizität zu unter¬ 
stellen bzw. als Arbeitshypothese zu postulieren, wenn er überhaupt Aussagen 
über die Prozeßeigenschaften treffen will. ■ L 

Wir wollen uns hier einer eingeschränkten Fragestellung widmen; Wann 
sind in einer einzigen Realisierung eines stationären Prozesses alle Informa¬ 
tionen über Mittelwert und AKF enthalten? 

Präziser formuliert; Wann sind 

T 

0 

bzw. 

T-t 

6xx(t) :== Y f W ) — + *) — W ] dtf 

o 

erwartungstreue und für T —>■ oo konsistente Schätzungen für Mittelwert m 
bzw. Autokovarianzfunktion G xx eines stationären Prozesses X ? Da bei 
GAtrssschen Prozessen Mittelwert und AKF bereits alle Informationen über 
den Prozeß enthalten, bedeutet in diesem Fall die Fragestellung nach Erwar¬ 


( 6 . 1 . 1 ) 

( 6 . 1 . 2 ) 
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tungstreue und Konsistenz von (6.1.1), (6.1.2) keine Einschränkung der ur¬ 
sprünglichen Fragestellung nach der Ergodizität. 

Wir wollen zuerst für eindimensionale Prozesse Bedingungen dafür angeben, 
daß (6.1.1), (6.1.2) erwartungstreue und konsistente Schätzungen sind. Eine 
Erweiterung auf den ebenen bzw. räumlichen Fall ergibt sich dann in natür¬ 
licher Weise. 

Satz 6.1: Es sei X ein stationärer Prozeß mit C xx als AKF. Unter der Voraus¬ 
setzung 

00 

/ \G xx {y)\ d y < -fco (6.1.3) 

o 

gilt 

E m = m, lim D 2 ih = 0, (6.1.4) 

T—fOo 


d. h., m ist eine envartungstreue und für T —> oo konsistente Schätzung für den 
Mittelwert m. 

Beweis: Auf Grund der Vertauschbarkeit der Operationen Erwartungswert 
und Integration verifiziert man unmittelbar 



T T 

-ijvff mX(t')-rn][X(n-m]}dt' dt" 

0 o 

T T 

° xx(t " ~ r) 

0 0 


(6.1.5) 
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Um eine der beiden Integrationen ausführen zu können, substituieren wir 
x = t' -f- t", y = t' — t" und erhalten: 

=2 Y 2 ff Cxx ^ dx dy 

O^x+y^.2 T 
0^x-y^2T 

0 y+T T T-y 

= W 2 f f ° xx(2/) dx dy + W 2 f f ° xx ^ dx dy 

-T -(y+T) 0 -(T-y) 

0 T 

= J iU + T) C xx {y) dy + J (T — y) C xx (y) dy 

-T 0 

T T 

= JG j (T-y) G xx (y) dy = J 11 - -|r) G ^(y) dy. 

0 0 
Wir schätzen nun ab: 

T T 

0 ^ D 2 m ^ ^ J ^1 - -Jpj \G xx (y)\ dy < J \G xx (y)\ dy. 

0 0 

Auf beiden Seiten der Ungleichung wird der Grenzübergang T -> oo vollzogen: 

T 

0 < lim D 2 m <: lim f \C xx (y)\ dy = 0. 

T—xx> 7 1 —>oo J 

0 

Damit ist der Satz 6.1 bewiesen. 

Der Beweis von Satz 6.1 wurde relativ ausführlich dargestellt. Verwandte 
Aussagen werden ähnlich bewiesen. Deshalb soll im folgenden auf die Angabe 
von Beweisen verzichtet werden. Lediglich auf wesentliche Unterschiede wird 
von Fall zu Fall hingewiesen. 

Satz 6.2: Es sei X ein stationärer GAUSSsc/ier Prozeß mit C xx als AKF. Unter der 
Voraussetzung 


gilt 


J [C'ata(t)] 2 dr < +oo 
0 

lim E{6 xx (t)} = G xx ( t), 

r-x» 

lim D 2 {6 xx (t)} = 0, 

T—>oo 


( 6 . 1 . 6 ) 

(6.1.7) 

( 6 . 1 . 8 ) 


d. h., ö xx ist eine asymptotisch erwartungstreue und konsistente Schätzung 
für G xx . 
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Wir haben hier stärkere Voraussetzungen als bei Satz 6.1 zu stellen. Dennoch 
ist das bewiesene Ergebnis schwächer. Da in die Schätzung für Ö xx statt des 
exakten, aber unbekannten m die Schätzung m eingeführt wird, führt die erst 
für T oo verschwindende Varianz von m dazu, daß auf Erwartungstreue 
verzichtet werden muß. Es kann nur die schwächere Eigenschaft asymptoti¬ 
scher Erwartungstreue etabliert werden. Da in (6.1.2) im Gegensatz zu (6.1.1) 
über Produkte von X mit sich zu integrieren ist, steht in dem (6.1.5) entspre¬ 
chenden Integral ein Moment vierter Ordnung. Um dieses in eine Summe von 
Produkten von Momenten zweiter Ordnung auflösen zu können, bedarf es der 
Voraussetzung der Normalverteilung. Es verbleiben letztlich Integrale über 
Produkte der AKF mit sich. Für die Konsistenz ist deshalb statt absoluter 
Integrierbarkeit von C X x die quadratische Integrierbarkeit zu fordern. 

Insgesamt läßt sich etwas vergröbernd für GAUSSsche Prozesse die Be¬ 
dingung für Ergodizität folgendermaßen formulieren: Die Registrierlänge T 
muß sehr groß gegenüber der Korrelationslänge des Prozesses sein. Dies ist 
auch intuitiv plausibel, denn in diesem Fall läßt sich die Registrierung in 
mehrere Teile zerlegen, die dann annähernd unabhängig sind. Die Empirie 
zeigt, daß diese für GAtrsssche stationäre Prozesse bewiesene Eigenschaft im 
wesentlichen auch für andere stationäre Prozesse gültig ist. Nicht einmal die 
Dimension des Prozesses ist entscheidend. Wesentlich ist nur, daß das Stich¬ 
probengebiet beliebig groß werden kann. Folglich gelten die für eindimen¬ 
sionale Prozesse gemachten Bemerkungen zur Ergodizität sinngemäß auch für 
Prozesse in der Ebene oder im Raum. 

Grundsätzlich andere Verhältnisse sind auf der Kugel anzutreffen. Dort ist 
die Stichprobenfläche höchstens so groß wie die Kugeloberfläche F = dnR 2 . 
Schätzt man z. B. den Mittelwert m eines homogen-isotropen Prozesses X auf 
der Kugel durch 

n 2 n 

™ l== / f x (#,tyam&d).d&, (6.1.9) 

0 0 

so erhält man für die Varianz dieser Schätzung 


n 2n n 2 n 


° 2 ™ = l6 ^R4 //// °«(v) sin sin tf" d *' dr dr dr', 

0 0 0 0 

cos y> = cos r cos ■&" + sin ■&' sin ■&" cos {X" — X'). 


( 6 . 1 . 10 ) 


Damit ist die Varianz von Null verschieden und die Schätzung nicht konsistent. 
Beim analogen Integral (6.1.5) im eindimensionalen Fall waren wir in der 
Lage, durch den Grenzübergang T oo die Varianz zum Verschwinden zu 
bringen. Ein analoges Vorgehen ist auf der Kugel natürlich unmöglich. Wir 
müssen uns deshalb damit abfinden, daß auf der Kugel ergodische Prozesse 
veitaus seltener sind als in der Ebene oder im Raum. Bedeutungsvoll ist in 
diesem Zusammenhang das berühmte Negativresultat von Laubitzen. 


11 Meier/Keller 
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Satz 6.3 (S. L. Lauritzen, 1973): Ein homogener , isotroper GAUSSscfter Prozeß 
auf der Kugel kann nicht ergodisch sein. 

Damit im Hinblick auf die statistische Behandlung von Feldern an der 
Erdoberfläche die Eigenschaft der Ergodizitat gerettet werden kann, muß auf 
stochastische Modelle zurückgegriffen werden, die ohne die Voraussetzung 
der Normalverteilung auskommen. Ein mögliches Modell soll im folgenden 
Beispiel vorgestellt werden. 

Beispiel 6.1; Homogen-isotroper ergodischer Prozeß auf der Kugel. 

Es sei x(6, i), 0 g ö g 3, 0 g 1 < 2a ein an der Erdoberfläche registriertes Skalarfeld. 
Mit der Vereinbarung ‘ 

<! = B cos X sin d 
t j = R sin A sin d, t = 
t 3 = B cos d 

kann diese Realisierung auch als 

x = x(f), |t| =R (6.1.12) 

geschrieben werden. Ferner seien 0, A, A drei auf [0, n] bzw. [0, 2 ji] gleichverteilte 
unabhängige Zufallsgrößen. Diese sollen als zufällige EuiBRSche Winkel aufgefaßt 
werden. Der Drehung um die zufälligen EuiUBRSohen Winkel entspricht eine zufällige 
Rotationsmatrix Jt(0, A, A). Mit Hilfe von R läßt sich ein stochastischer Prozeß auf 
der Kugel definieren: 

X(t ; 0, A, A) := x(Ä(0, A, A) t). (6.1.13) 

Offenbar ist die Registrierung x(t) eine mögliche Realisierung des Prozesses; nämlich 
für den Fall, daß die zufälligen EvMRschen Winkel übereinstimmend den Wert Null 
realisieren. Alle anderen Realisierungen des Prozesses X entstehen durch Rotation der 
Registrierung x, wobei alle möglichen Rotationen gleichwahrscheinlich sind. Der so 
konstruierte, recht künstlich wirkende Prozeß ist homogen-isotrop und ergodisch und 
stellt somit ein stochastisches Modell für die statistische Behandlung von Skalarfeldern 
an der Erdoberfläche dar. 

6.1.2. Signalabtastung und -rekonstruktion 

Wird ein Prozeß X(t) gemessen, so liegen als Meßergebnis Folgen von Paaren 
{(», x(t„)}, wobei t„ die Meßzeiten oder Meßorte und x(t„) die gemessenen Werte 
sind, odor kontinuierliche Aufzeichnungen (Registrierungen) einer oder meh¬ 
rerer Realisierungen x^t) vor. Um letztere digital weiterverarbeiten zu können, 
werden sie in geeigneten, vorzugsweise äquidistanten Abständen A = t n M — t H 
abgetastet (Abb. 6.1a); das Signal s(t) — x(t) wird durch Wertefolgen 
{«„} — {»:(<„)} ersetzt (Analog-Digital-Wandlung).. 

Es sei x(t) ein periodisches Signal der Form s(l) = a sin o) 0 t mit a = const, 
a) 0 — 2 ji/A„ = const. Wählt man in diesem Falle A 5S A 0 /2 = n /to 0 , so können 
a, co 0 und damit s(t) bereits aus zwei Ordinaten .9(h) ± 0, s(t 2 ) 4= 0, t 2 > fi 4= 0 


( 6 . 1 . 11 ) 


i. 

: [' 
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eindeutig bestimmt werden. Sei nun s(t) die Realisierung eines stationären 
Prozesses mit bandbegrenzter Spektraldichte 


S(ro) — 


>0 

für 

=0 


H < w« 
l«»| 4 <w g 


(6.1.14) 


z. B. vom Typ des Breitbandrauschens (Beispiel 3.3, S. 65). Die Kreisfre- 
quenz a> g bzw. die Frequenz r g = eo g /2 ji heißt (obere) Grenzfrequenz oder 
SYQVJST-Frequenz (H. Nyquist, 1928). Um die Variationen von s(t) auf der 
kleinsten vorkommenden Wellenlänge A g zu erfassen, sind dann auf die Distanz 
Aj, ebenfalls zwei Ordinaten werte ausreichend; /. g = 2/1 = 2njm g . Wählt man 
also die Tastweite 


A ^ jr/cog = l/2v g , (6.1.15) 

dann enthält die äquidistante Folge {s Ä } die vollständige Information über s(t) 
sogar auf allen Wellenlängen A i> A g bzw. Frequenzen <x> co g . Wenn diese 
Aussage zutrifft, dann muß auch s(t) aus der Folge {«„} mit A — t H+l — t a 
nach (6.1.15) vollständig wiederherzustellen sein. Dies ist der Inhalt des im 
Abschnitt 5.3.1. aus der Optimalfiltervorschrift abgeleiteten Abtasttheorems 
(sampling theorem). 



Abb. 6.1. Signalabtastung und -rekonstruktion: 

a) Äquidistante Abtastung eines Signals s(t), 

b) Fehlercharakteristiken der Rekonstruktion $(l) aus endlich vielen Äbtastwerten mit 
gerader (ausgezogen) und ungerader (gerissen) Gewichtsfunktion sowie glättender 
Nachbehandlung (gewellt), 

c) Signal- und Fehlerspektraldichten S aa , S lc , 

d) mittlerer empirischer Interpolationsfehler als Funktion der Anzahl der zur Rekon¬ 
struktion *!, benutzten Abtastwerte 


11 * 
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Die Rekonstruktionsvorschrift lautet 


+ 00 

«(*) = E 9»Sn, 9n = 

fl= — oo 


sin [a)g(t — 7+4)] 
co g (f — nA) 


(6.1.16) 


Die Reihe (6.1.16) entspricht einem linearen transversalen Interpolationsfilter 
mit Werten der Spaltfunktion als Gewichte. Die Spaltfunktion wird daher 
gelegentlich auch als Interpololions- oder Abtastfunläion bezeichnet. Natürlich 
stehen zur Rekonstruktion nur endliche viele Tastwerte zur Verfügung; man 
schätzt 

+ N 

m = e g«s n (6.i.i7) 


aus 2N ± 1 Werten s n ; n = 0, ±1, ±2,..., ±N ; g H = (phasentreue 
Filterung) und begeht den Fehler , 

-(Jf + tf +~ 

e N (t) = s(l) - J(f) = E 9»*« + E 9* s * > (6.1.18) 

/ ■ ■ n= — öo *1 = ^+1 


der in der Mitte zwischen zwei Tastpunkten am größten ausfällt und in den 
Tastpunkten verschwindet (Abb. 6.1b). Außer n K {t) wirken weitere Fehler¬ 
prozessesignalverformend: e(f) = e a (t), wenn bei einem nicht bandbegrenzten 
Signal die Spektraldichte an geeigneter Stelle co g „abgeschnitten“ wird (Abb. 
6.1e), ferner die unvermeidlichen Meßfehler e n (f) und Digitalisierfehler ß d (f), 
so daß allgemein das verrauschte Signal r(t) durch die Folge {r(nA)} 
= {s(nd) ± e n (nA) ± e d («d)} repräsentiert und daraus die Schätzung s(t) = $(t) 
± ± £„(<) ± £ d (<) mit der mittleren quadratischen Abweichung o, defi¬ 

niert durch 


+H4 

■”“2Vd/ W'»- 1 » 1 ’*' 


(6.1.19) 


gewonnen wird. Um dem Fehlereinfluß % vorzubeugen, kann man aus dem 
Optimalfilteransatz (WlENER-HoPF-Gleichung) optimale Gewichtsfunktionen 
< 7 _ v * für endlich viele Proben werte ableiten, wobei dann g N * mehr oder weniger 
von der Spaltfunktion ab weicht. Ferner sind spezielle glättende, nicht not¬ 
wendig optimale Verfahren der Vor- und Nachbehandlung digitaler Daten, 
besonders bei stärkerem Rauschen in Gebrauch. 

Aus der Prpblemfülle betrachten wir lediglich die Wahl der Grenzfrequertz 
o)g bzw. der Tastweite A für nicht bandbegrenzte, schwach verrauschte Signale 
sowie der Anzahl der Tastwerte 2 N ± 1. Bedenkt man, daß bei Anwesenheit 
hochfrequenten Rauschens e(<) = e„(t) ± t'd(f) Signalanteile auf hohen Fre¬ 
quenzen ohnehin nicht ünverzerrt reproduziert Werden können, ist es gerecht¬ 
fertigt, das Signalspektrum S ss (a>) an der Stelle a) g „abzuschneiden“ (Abb. 
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6.1c), etwa durch die Forderung, der hochfrequente („abgeschnittene“) Anteil 
an der Signalleistung möge höchstens so groß wie die Rauschleistung ausfallen: 

— Uig -f CO -f-OO 

/ S s ,(m ) dco ± j S st (a>) de S„(a>) dcu. (6.1.20) 

— 00 -f tilg —00 

Aus (6.1.20) können co g und A bei bekannten Signal- und Fehlereigenschaften 
abgeschätzt werden. Bedenkt man ferner, daß bei abklingender AKF, etwa 
|CU*s)l<CU0), Signalordinaten im Abstand r t = NA nur noch schwach' 
mit dem zu interpolierenden Wert korreliert sind und daher nur wenig zur 
Genauigkeitssteigerung beitragen können, ist es erlaubt, N auf N ss rJA zu 
beschränken. Daraus folgt mit (6.1.15) 

2N ± 1 ä; (2<w g T g /jr) -f 1 = (2r g ) (2r g ) + 1. (6.1.21) 

Dabei ist t g so festzulegen, daß !G,,’,(r g )| ^ er 2 für r ^ r g . <7 2 entspricht einem 
einzuhaltenden Grenzwert für (6.1.19). 

Beispiel 6.2: Signalrekonstruktion für kartographische Darstellung (rechnergestützte 
Generalisierung). 

Der Interpolationsfehler <r muß so klein Ausfallen, daß er visuell nicht wahrnehmbar ist. 
Aus der Forderung maximaler Kartierfehler sv ±0,2 mm, mittlerer Kartierfehler 
ss ±0,07 mm folgt C, a (r g )| 0,005 mm s zur Abschätzung von 2A T ± 1. Für einen 
Signaltyp mit bekannter AKF und Spektraldichte wurden abgeschätzt; r g «s 25 mm, 
v g ss 0,15 mm -1 , A ss 3,3 mm, 2 N ±.l «s 16. Digitalisiert wurden Signale s v s 2 mit 
A = 3 mm, rekonstruiert wurde mit variablem 2 N ± 1 < 16. Wie Abb. 6.1 d zeigt, 
nimmt der nach (6. 1 19) ermittelte InterpolationBfehler mit wachsendem IN ± 1 ab 
und unterschreitet ab 2 N ± 1 ps 9 die Wahrnehmungsgrenze von ss 0,1 mm. 

Das Abtasttheorem kann auf ebene und räumliche Signale erweitert werden, 
Sei speziell s(x u x 2 ) ein ebenes Signal.mit der bandbegrenzten Spekträldichte 
S(k u k 2 ; k gl , k K2 ), den ebenen Wellenzahlen kt, k 2 und Grenzwellenzablen 
igi, k i2 . Sei ferner s(a? u x 2 ) in einem Rechteckraster mit Schrittweiten 

Ax^n/kg!, A 2 <; nfkg 2 _ . ,(6.1.22) 

abgetastet. Dann kann s(x t , x 2 ) aus der zweidimensionalen Folge der Abtast¬ 
werte jiVm) = {s(mA u nA 2 )) durch die Vorschrift 

+oo -f ÖO 

*^ 2 ) JC £ > 

m — — 00 « = — 00 •. 

___ sin ffc gt (*i — tnA x )\ sin [kg 2 (x 2 — nA 2 )] 
gmn kg j(xi — mAi) kg 2 (x 2 — nA 2 ) 

bzw. aus 

+JV, +JV, 

h(Xi,X 2 )= E E 9WW (6.1.24) 

bis auf Interpolationsfehler analog zum eindimensionalen Fall, rekonstruiert 
werden. Ist «(*,, * 2 ) homogen-isotrop mit S(k ; k g ), kann in einem Quadratraster 
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xnitJj = A 2 ~ A = jijk g abgetastet und «(*„ x 2 ) aus Folgen = >s(mA,nA)} 
interpoliert werden. Auch andere Punktraster sind, besonders in der digitalen 
Bildverarbeitung in Gebrauch. Mit Rastern in schiefwinkligen Koordinaten¬ 
systemen, die der Begrenzungslinie der begrenzten Spektraldichte in der 
Wellenzahlebene angepaßt sind, kann man optimale Punktanordnungen er¬ 
zielen und die Anzahl der Tastwerte weiter vermindern. 

' Für alle Verfahren der Analog-Digital- und Digital-Analog-Wandlung ist das 
Abtasttheorem von großer Tragweite: Bei vorgegebenen Genauigkeitskriterien 
werden Datenumfang und Speicherbedarf auf das notwendige Minimum begrenzt. 

6.1.3. Spezielle Stichprobeneffekte 

Die Stichprobenerhebung an Zufallsprozessen ist in verschiedener Hinsicht 
unvollkommen: Man hat zur Auswertung eine oder höchstens endlich viele 
kontinuierliche oder diskrete Realisierungen endlicher Länge oder Anzahl, 
letztere in äquidistanten oder nichtäquidistanten Abständen, teils mit Beob¬ 
achtungslücken, meist mit überlagerten Meß- oder auch Digitalisierfehlern zur 
Verfügung. Entsprechend vielfältig sind die Auswirkungen auf die geschätzen 
Prozeßeigenschaften. Auswirkungen, die der speziellen Art der Probenahme 
bzw. der Meßanordnung entspringen, bezeichnet man als Stichprobeneffekte. 
Von den potentiell möglichen Effekten werden zwei der bedeutsamsten be¬ 
sprochen: der Effekt endlicher Beobachtungszeit bzw. -länge und der Effekt 
diskreter, äquidistanter Beobachtung oder Abtastung von Realisierungen x^t) 
eines stationären Prozesses X(t). 

Sind die x { (t) auf [0, T\ begrenzt, dann kann man auch für die AKF von X(t) 
nur eine Schätzung ö^r) über das endliche Intervall [—t m , +t m ], Di ^ T 
gewinnen, im Fall eines ergodischen Prozesses mit nur einer Realisierung x(t), 
t € [0, T] etwa <>](r) nach Formel (6.1.2) über eine endliche Verschiebung 
Di < T, in der Regel r M 5S Tj 10 (Abb. 6.2a). ö t läßt sich mit Hilfe der Recht- 



Abb. 6.2. Stichprobeneffekte bei endlicher Registrierlänge: 

a) Schätzung C(t) und auf r M begrenzte („gestutzte“) Schätzung CJt) der AKF ö(r), 

b) Schätzung $(ee) und geglättete Schätzung $,(cu) der Spektraldichte S(m) 


eckfunktion darstellen als 


Ö 1 (r)=D 1 (r)d(t), D r (t)^n(~\, E«)(f)} = 0(t), (6.1.25) 

wobei ö(t) eine erwartungstreue Schätzung für C(r) darstellt, wenn C y über tm 
hinaus bekannt wäre. Man sagt, 6 werde durch ein r-Fenster Di der Breite r M 
betrachtet. Um zu erkennen, welche Auswirkung ein endliches T auf die zu 
gehörende Spektraldichte 8, hat, notieren wir die ^Transformierten 

S-i{S l )=ö 1 , T- I {&}=0, = Dj (6.1.26) 

und überführen Ö y nach (6.1.25) in 

rF-MÄ} = F-'iQi) , (6.1.27) 

woraus wegen 2nF ' 1 {/} = F{f) für die geraden Funktionen f y = 8 lt f 2 — Q 1} 
f 3 — $ die Beziehung 

2nT{8 l ) = J\Q y ) J{8) (6.1.28) 

folgt. Daher kann man nach dem Faltungssatz Ä, als Faltungsintegral dar¬ 
stellen (wobei Er war tungs wertbildung und ^-Transformation als lineare 
Transformationen vertauschbar sind): 


+ oo +oo 

$i(w) = J Qi(<o — o>') $(«') dcu' = J G](ci) — tu') $(a>') d«/, 


+ 00 


E{j§!(a))} -= S y {(o) — J Gi(m — <ü’) S(a>') dco', E{$(co)} — S(<o) 


mit 

Gi(a> — a>') := 


Qi _ 2r M sin \{m — <»') t m 1 
2 n (2jt) 2 (w — (o') r M 


) 


(6.1.29) 


Die Integrale in (6.1.29) entsprechen einem Glättungsfilter mit der Spaltfunk¬ 
tion als Gewichtsfunktion. Aus Realisierungen endlicher Länge kann man 
daher keine Schätzung 8 der wahren Spektraldichte 8, sondern nur die ge¬ 
glättete Schätzung gewinnen (Abb. 6.2b). 

Die ersten Nullstellen von G y liegen bei tu — tu' = m! i n die Schätzung 
an der Stelle a> gehen (abgesehen von den Nebenzipfeln der Spaltfunktion) 
Spektraldichtewerte über ein Intervall da> = 2t r/r M ein, welches man als 
spektrale Fensterbreite oder die zu tm äquivalente Bandbreite bezeichnet. Je 
kleiner r M bzw. T, um so glatter fällt aus und um so geringer ist die Chance, 
Unterschiede in den Spektraldichtewerten auf benachbarten Frequenzen zu 
erkennen. Diese Unsicherheit kann man in einer Unschärferelation 

<5cot M = const (6.1.30) 
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ausdrücken. Man sagt: Das spektrale Auflösungsvermögen endlicher Stichproben 
ist begrenzt. 

Um die Auswirkung der jenseits den liegenden Werte (der Nebenzipfel der 
Spaltfunktion) auf zu verringern, benutzt man in numerischen Rechnungen 
r-Fenster D 2 , D i} ..., die für t < t M in r variieren und deren cT-Transformierte 
rascher als die Spaltfunktion gegen Null abklingen. 

Liegen die Realisierungen in äquidistanten Abständen A = t n+l — t n vor 
bzw. sind mit der Schrittweite A nj<o g abgetastet, dann läßt sich nur eine 
diskrete Schätzung C^rA), r — 0, 1, 2, N, im Intervall [-t m , +t m ], 
t m = NA gewinnen (Abb. 6.2a). Transformiert man ö,(rA) nach Wien eh/ 
Ghintsohin in den Frequenzbereich, ist das J -Integral durch eine Summe zu 
ersetzen, und man erhält die Spektraldichte &i(w n ) ebenfalls nur in diskreten 
Punkten, den Frequenzen <o n — (n/N) <u g , n = 0, 1, 2, ..., N, welche ganz¬ 
zahlige Vielfache der Grundfrequenz w, = io g !N sind (Abb. 6.2b). 

Die diskreten Schätzungen gestutzter AKF oder geglätteter Spektraldichten 
erfüllen durchaus ihren Zweck. Einschneidender ist die bei diskreter Messung 
oder Abtastung entstehende Mehrdeutigkeit der Frequenzen. Dieser als Fre¬ 
quenzfaltung (engl, dtiasing) bezeichnete Effekt besteht darin, daß harmonische 
Schwingungen bestimmter verschiedener Frequenzen genau die gleiche Meß¬ 
wertfolge ergeben können: Im Beispiel Abb. 6.3a täuscht eine Schwingung 
höherer Frequenz «,(<) eine solche niederer Frequenz s 2 (t) in der äquidistanten 
Meßwertfolge s(0), s(A), s(2A), ... vor. Die Frequenzen, die darin nicht von¬ 
einander unterschieden werden können, sind die sog. Alias-Frequenzen 

tu, 2tOg — tu, 2cu g -f o), 4tu g — (u, 4eu g + «,... (tu < cu g ). (6.1.31) 

Um dies zu veranschaulichen, zeichnen wir die Frequenzfolge (6.1.31) auf einem 
Papierstreifen entlang der Frequenzachse auf (Abb. 6.3b) und falten ihn in den 



0 A ... rA 



0 tO GJg 2cOg 3cUg b-Ct>q 


Abb. 6.3. Stichprobeneffekt bei äquidistanter Abtastung: Frequenzfaltung (Aliasing). 

a) Mehrdeutigkeit der Frequenzen in einer äquidistanten Meßwertreihe (Punkte), 

b) Lage der Alias -Frequenzen (Punkte) auf der Frequenzachse mit Falte teilen (gerissen), 

c) Frequenzachse gefaltet mit Alias -Frequenzen (Punkte) 
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Faltstellen eo g , 2cü g , 3<ü g ,... ziehharmonikaartig zusammen (Abb. 6.3c). Dabei 
kommen die Alias-Frequenzen genau aufeinander zu liegen. Ist also der in 
diskreten Abständen A = ji/a> g gemessene Prozeß nicht bandbegrenzt, S(co) > 0 
für |co| > (Dg (Abb. 6.1 c), dann sind alle Frequenzen, die geradzahlige Vielfache 
der Grenzfrequenz w g sind, nicht mehr von co = 0 und außerdem alle Fre¬ 
quenzen cd > w g nicht mehr von Frequenzen co < cu g zu unterscheiden. Dieser 
Informationsverlust tritt offenbar — übereinstimmend mit dem Abtasttheo¬ 
rem — nur dann nicht ein, wenn der Prozeß bandbegrenzt mit 8(co) nach 
(6.1.14) ist. Manche Prozesse sind a priori bandbegrenzt, bei anderen können 
die gemessenen Realisierungen wegen Trägheit der Meßgeräte oder begrenztem 
Auflösungsvermögen der Meßverfahren nicht beliebig hochfrequent schwanken. 
Hat man keine Gründe, die für eine Bandbegrenzung sprechen, besteht immer 
noch die Möglichkeit, die Realisierungen mittels Tiefpaßfilterung glättend 
vorzubehandeln. Man muß dabei allerdings in Kauf nehmen, daß auch im 
interessierenden Bereich 0 ) < u> g (geringfügige) Verformungen auftreten (vgl. 
Abschnitt 6.3.4). 

Die hier für eindimensionale stationäre Prozesse besprochenen Stichproben¬ 
effekte treten in qualitativ gleicher Weise an mehrdimensionalen homogenen 
Prozessen auf. 


6.2. Schätzverfahren 

6.2.1. Korrelationsanalyse 

Unter (numerischer) Korrelationsanalyse versteht man im weitesten Sinne 
die Schätzung und Beurteilung von Parametern und/oder Funktionen, die 
geeignet sind, die statistische Verwandtschaft zufälliger Größen, Funktionen 
oder Felder zu beschreiben. Wir beschränken uns auf eine Auswahl von Stan¬ 
dardverfahren der AKF/KKF-Schätzung (Tabelle 6.1, Abb. 6.4); die Produkt¬ 
mittelwertbildungen beruhen auf den Definitionen der AKF (3.1.6), (3.2.2) 
und der KKF (3.2.21), (3.2.23). Darüber hinaus gibt es eine Reihe weiterer 
Schätzformeln, die entweder gleiche oder — bei genügend umfangreichen 
Stichproben — fast gleiche Schätzwerte liefern. Sie wurden für spezielle Pro¬ 
zesse, z. B. GAtrss-Prozesse, oder unter dem Gesichtspunkt geringeren Reehen- 
aufwandes entwickelt. 

(1) Mittelung über die Realisierungen. 

Es liegen kontinuierliche Realisierungen {*;(<), y^t ); % = 1, 2, ..., n) t € [ 0 , T~\] 
oder (nicht notwendig äquidistante) diskrete Realisierungen {xi(tj), «/j(W; 
i = 1, 2,..., n ; j, k = 1, 2, ..., m; t jt t k € [ 0 , T}} von (nicht notwendig statio¬ 
nären) Prozessen X(t), Y(t) vor. Schätzformeln der 1. und 2. Momente nach 
(6.2.1). Abb. 6.4a veranschaulicht die Multiplikation von Prozeßwerten im 
Abstand t — rA; r — 0,1,2,... bei der AKF-Schätzung und die „Über- 
Kreuz-Multiplikation“ bei der KKF-Schätzung. Liegen nur wenige (etwa 




















Tabelle 6.1: Soliätzformeln für Mittelwerte fk x —: x, =: y, AKF C xx , 6y v und KKF Ö xv , ö vx eindimensionaler Prozesse 
XU), F(f) mit Realisierungen x{t), y{t). 
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E (Vj - y) (y/+r - y) m _ r _ 1 E (y f - V) fr. 
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n < 10), aber genügend lange Realisierungen vor, schätzt man die Kennfunk¬ 
tionen besser für jede Realisierung nach der folgenden Methode (2) und mittelt 
über die einzelnen Funktionen, bei ungleichen Längen ggf. mit den rezi¬ 
proken Varianzen von x, Ö (vgl. Abschnitt 6.3.1.) als Gewichte. Im mehrdimen¬ 
sionalen Fall X(t), Y(t ) mit mehreren Realisierungen X( (t,), yi(t k ) stehen in den 
Schätzformeln (6.2.1) anstelle der Koordinaten t jt 4 Vektoren L, t k , z. B. {&■., L] T , 
[& k , A*] T auf der Kugel. 

(2) Mittelung über die Zeit. 

Es liegen kontinuierliche Realisierungen x(t), y(t), t 6 [0, T] oder äquidistante 
diskrete Realisierungen {*(#,•), y(t k ); j, k = 1, 2,..., m; t js t k e [0, T]\ statio¬ 
närer ergodischer Prozesse X(t), Y(t) vor. Die Analog-Schätzungen (6.2.2) 
besitzen die im Abschnitt 6.1,1. diskutierten Eigenschaften. Die diskreten 
Schätzungen (6.2.3) sind (6.2.2) gleichwertig, sofern A dem Abtasttheorem ge- 



o r. r 0 Ar ’Ax 


Abb. 6.4. Schemata zur AKF/KKF-Schätzung 

a) aus kontinuierlichen oder diskreten Stichproben eindimensionaler Prozesse, 

b) aus diskreten Stichproben zweidimensionaler Prozesse in einem Quadratraster der 
Tastweite A, 

c) aus nichtäquidistanten Stichproben eindimensionaler Prozesse nach Entfernungs¬ 
klassen der Breite At, 

d) aus nichtaquidistanten Stichproben zweidimensionaler Prozesse naoh Entfernungs¬ 
und Richtungsklassen Ar x Aq> 
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nügt. Alle Schätzformeln lassen sich für den mehrdimensionalen Fall modifi¬ 
zieren, Sei z. B. eine Realisierung eines zweidimensionalen, homogenen ergo- 
dischen Prozesses in einem Rechteckraster in Schrittweiten A u A t (oder auf 
der Kugel mit A t = Ai), A z — AZ) gemessen, dann ist 


r z A t ) = 


(m — r x — 1) (n — r 2 — 1) 


m—f*! n=fj 

X X X ( x jk ~~ x ) (^j+n.i+r, X) > 

j=l *=1 

l m n 

* = ™ £ X%» *# = »(*;. W- 

nm }= i ' 


(6.2.4) 


Abb. 6.4b zeigt die Abtastung in einem Quadratraster mit =.zl 2 = 
Produktmittelwerte über Diagonalabstände können zusätzlich mitgenommen 
werden, so z. B. in Abb. 5.2, S. 135. 


(3) Mittelung über Entfemungs- und Richtungsklossen. 

Sind die Stichprobenwerte = x(t t ) eines ergodischen Prozesses nicht äqui¬ 
distant; ordnet man sie nach Entfernungsklassen der Breite At (Abb. 6.4c) 
und schätzt Klassenmittelwerte für ö sowie x: 


: 6xx(n) = ~ X * = (6-2.5) 

n j = i m i 

wobei x{ := x(t + t;) — S, * := *(/) — x, t € (0, At, 2At ,...}, r, € (r f — Atj2, 
r jd</2] und * alle Werte x = #y durchläuft, zu denen — je nach Realisie¬ 
rungslänge T — Probenwerte x — ar< im Abstand r; gehören. 

Entsprechend verfährt man im mehrdimensionalen Fall. Sind z. B. x jk die 
Probenwerte eines zweidimensionalen Prozesses in der Ebene oder auf der 
Kugel, ordnet man sie nach Entfernungsklassen der Breite Ar bzw. Ay> (homo¬ 
gen-isotroper Prozeß mit ebenem Abstand r oder sphärischem Abstand y>) 
oder in Entfernungs- und Richtungsklassen Ar X A<p (homogener, nicht not¬ 
wendig isotroper ebener Prozeß) und schätzt Klassenmittelwerte für Ö sowie x 
(Abb. 6.4d): 

, 6xx(f h fi) = — £ xx i, * = “X (6-2.6) 

n nm, * =1 

wobei X{ := x(r -)- Ar,, <p -f- A<pi) — x, x := x(r, <p) — x, Ari € (r,- — Xlr/2, 
Fj -f- Ar/2], Arpi € (ipi — A<p/2, (p, -f- A<p/2] (anisotrop) bzw. Atp € (0, 2n] (iso¬ 
trop), r € {0, Ar, 2Ar ,...}, <p € (0, A<p, 2Atp ,...) (anisotrop) bzw. <p € (0, 2n] 
(isotrop) und x wieder alle Werte x = x ik durchläuft, zu denen Werte x =■ x- t 
im Abstand r- % und — im anisotropen Fall — in der Ricbtug ^ gehören. 
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6.2.2. Spektralanalyse 

Zur (numerischen) Spektralanalyse zählt sowohl die spektrale Zerlegung perio¬ 
discher und aperiodischer Funktionen (harmonische Analyse) als auch die 
Schätzung von Spektraldichten stationärer/homogener Prozesse. Wir beschrän¬ 
ken uns auf zwei Zugänge zur Spektraldichte-Schätzung und geben jeweils 
das Schätzprinzip an. 

(1) & -Transformation der Kovarianzfunktionen. 

Am einfachsten erhält man die Spektraldichten stationärer/homogener Pro¬ 
zesse, wenn die AKF und/oder KKF durch geeignete Modellfunktionen appro¬ 
ximiert und nach dem Theorem von Wiener/Chintschin transformiert 
werden können; vgl. z. B. Anhang Al bis A3. Da die (glatten) Modellfunk¬ 
tionen für alle r € (—oo, +oc) definiert sind, werden die Spektraldichten a 
priori glatte Funktionen sein. Wenn die Modellapproximation nicht möglich 
oder nicht sinnvoll ist (Überlagerung mehrerer Teilprozesse, unbekannter 
Entstehungsmechanismus, unbekanntes Zusammen- oder Wechselwirken der 
Prozesse) bleibt nur die numerische Transformation übrig. Gewöhnlich liegen % 
diskrete, auf [—r M , -j-r M | begrenzte, sog. gestutzte AKF/KKF-Scliätzungen 
vor. Nach den Ausführungen im Abschnitt 6.1.3. besteht die numerische 
Transformation aus zwei Teilschritten: der diskreten ^-Transformation der 
AKF/KKF und einer Tiefpaßfilterung (sog. Fenster-Operation), die in der 
Reihenfolge vertauschbar sind; z. B. erhält man eine Schätzung S für S(co) 
aus der AKF ö wie folgt: 


$(«„) = A Ö 0 + (— 1)" ö# + 2 £ Ö t cos ( nrn/N ) 

r=l 

mit den Spezialfällen 

$(0) = A -f- + 2 £ 6 r j , ö T C(rA), 

$(w g ) — ^ [ö. + ö N COS (Nn) + 2 N £c r cos (ra)j 

und 

o) n =no>JN; r — 0,1,2, ..., N, n = 1, 2 ,...,N — 1. 

&K) = «l^(®n) + + $K+i)]. 

Ä,(0) = a^(0).+ a6 # ö(® l ), 

= ®j$(°ht) + 26 i i$((Wj ir _ 1 ). 



(6.2.7) 


( 6 . 2 . 8 ) 


In (6.2.7) ist das Integral der ^„-Transformation (2.4.9) durch eine Summe 
ersetzt. Es schließt sich die Fenster-Operation (6.2.8) an, z. B. mit den Koeffi¬ 
zienten 


o, = 0,50, b 2 — 0,25 (Banning-Eenstev, nach J. v. Hann), 

03 = 0,54, b 3 — 0,23 (Hamming- Fenster, nach R. W. Hamming). 












Zur Transformation der KKF in den Frequenzbereich ist — da die KKF i. allg. 
weder gerade noch ungerade Funktionen sind — sowohl die diskrete S 0 - als 
auch die diskrete ^-Transformation anzuwenden. 

(2) 3 r -Transformation der Realisierungen. 

Interessiert man sich ausschließlich für die Spektraldichten, will man also den 
Umweg über die Kovarianzschätzung vermeiden und die Spektraldiehten direkt 
aus den Realisierungen schätzen, muß zunächst ein Zusammenhang zwischen 
S(a>) und X(t), der bei den AKF/KKF per definitionem gegeben ist, hergestellt 
werden. Sei o. B. d. A. EX = 0 bzw. X auf den Mittelwert zentriert, dann gilt 
nach dem Theorem von Wibnee/Chintsohin, den Eigenschaften der J- 
Transformation und mit Voraussetzung der Ergodizität 

ÄrH = Oxx{t)} = cF{E{X(f) X(t + r)}} 

= E{X(<) c T{X(t + r)}} = E{X(<) ei“‘cF{X(r)}} 


Ti 

if 


X(t) <W{X(t)} dt 


+ Tl 2 

= cT{X} lim 4 f X(f) e^ df, 

T-*oo J J 

-TI 2 

+ r /2 

cF{X} = lim / X(t) e-W dt, 

T->ao — Tli 


Sxx(<») — ] 


, +TI2 + T/2 

= lim f X(t) e~ iml d< f X{t) ■ 

T->oo J _ r/2 -T/2 


, +m 2 

= lim — j X(t) e _i ® ( dt . 
r->» J _ T/2 


(6.2.9) 


Da die Eigenschaften von X(t) wegen Stationarität nicht vom Zeitursprung 
abhängen, kann man für eine endliche Realisierung a? £ (#), t 6 [0, T\ die (asymp¬ 
totisch erwartungstreue) Schätzung 


t a 

Y f Zi(t)e~ ial dt = : ~ |^sr{a?i}| a 


( 6 . 2 . 10 ) 


und für n Realisierungen die (konsistente) Schätzung 
&xx(a>) = ~r E &>H = : -4? E (cV' r {a; i }| 2 

n ,=i ni i= i 


( 6 . 2 . 11 ) 
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nehmen. Verfügt man nur über eine, jedoch genügend länge Realisierung 
Xi(t), t € [0, T\, muß für eine konsistente Schätzung Xi(t) in n Teile der Länge 
T 0 — Tjk zerlegt, & k ( m) für jeden Teilabschnitt berechnet und anschließend 
gemittelt werden: 

kT, 2 

&xx(o)) = — E $t< w )> &k(o>) = TW- f x^t) e~l at dt . (6.2.12) 

(fr-im 

Bei Kreuzspektraldichten zwischen Prozessen X, Y mit Realisierungen x,, y, 
gilt analog (6.2.9) bis (6.2.11) 

1 « _ 

oxy{u>) = Yp E ^Ay i) i 

&yx(u>) — &xy{<») = yy E ^Avi) '?A%i) ■ 

Liegen die Realisierungen in digitalen Daten vor, ist wieder zur diskreten S- 
Transformation überzugehen. 

Die Schätzprinzipien (1) und (2) sind in verschiedener Hinsicht universell 
anwendbar und lassen sich vielfältig ausgestalten: für analoge und digitale 
Auswertungen, für die Schätzung von Auto- und Kreuzspektren sowohl ein- 
als auch mehrdimensionaler Prozesse. Bei w-dimensionalen Prozessen ist die 
n : T -Trarisformation anzuwenden, speziell bei ebenen homogenen Prozessen 
die -Transformation oder bei ebenen homogenen-isotropen Prozessen die 
^„-Transformation. Bei umfangreichen Datensätzen bevorzugt man die sog. 
schnelle <?"-Transformation, wobei die Daten auf speziellen regulären Gittern 
bereitgestellt sein müssen. 


6.3. Statistische und geostatistische Sicherheit 

6.3.1. Varianzen für Schätzungen der ersten und zweiten Momente 

Um die statistische Sicherheit der im Abschnitt 6.2.1. angegebenen Schät¬ 
zungen m, ö, insbesondere derjenigen aus einer Realisierung stationärer/ 
homogener ergodischer Prozesse zu beurteilen, bedient man sich der Varianzen 

D 3 (Ä} = D 2 {*} =:ff S 2 , D 2 {6}, D 3 {<?(0)} =: <r 0 *. 

Darauf aufbauend können dann Vertrauensbereiche konstruiert oder stati¬ 
stische Tests ausgeführt werden. In Tabelle 6.2 sind die gebräuchlichsten 
Formeln für diese Varianzen zusammengestellt. Die Varianz D 2 {S} eindimen¬ 
sionaler Prozesse wurde im Abschnitt 6.1.1. über Ergodizität ausführlich ab¬ 
geleitet. Dort ist auch bereits das Wesentliche über die Eigenschaften dieser 


(6.2.13) 
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Tabelle 6.2: Varianzen der 1. und 2. Momente stationärer/homogener Gitrss-Prozesse. 
Sehätzformeln (6.3,1), (6.3.2) für » = 1, stationär; (6.3.3), (6.3.4) für n> 1, homogen; 
(6.3.6) für n = 2, (6.3.6) für n = 3, jeweils homogen-isotrop. 


D2 !*r>l 

D 2 (»d} 

T 

t-t 



0 

0 

SS 2 X J U(0) X l IjT = \%0)IT 

{.} = ![V'(t')P + 'C(t' + r) 3 0(r' - r)) 

2” C ” l Ax:\ 

2" f n L Ax/ \ 

j n^t-^x”C(Ax)dAx 

fJäf-Vy 111 * 

n T 

ny* 

«s 2” x ”C(0) X ”Ij n T = n S(0)j n T 

{.} = {[«0(Ax')J + ”C(Ax' + Ax) x”C(Ax'-Ax)\ 

”T-.= T 1 T i ...T n 

«T* := (T t — Axj) (T z - Ax t ) ... (T„ — Ax n ) 


[Stichproben-Gebiet ”T cz R”, 
sa 4 x 2 C(0) x *lfF = t F(d)jF -Länge TcR 1 , 

-Fläche F a IR 2 , 
-Volumen F cz R 3 ] 

s* 8 x S C(0) X HjV = 3 8(0)IV 
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DH”Ö(0)} 

Tpf ( X - j) WT)rdr 

0 

(6.3.1) 

co 

PWdr 

0 

(6.3.2) 

/£( 1 “ f |-) L”C(Ax)fdAx 

nrp 

(6.3.3) 

oo OO oo 

« “ //-/ [ fl <W] 2 dda> 

0 0 o 

(6.3.4) 

oo 

*jrf [2(7(r)]2rdr 

0 

(6.3.5) 

oo 

[3C,(r)]J f2 dr 

(6.3.6) 


D 


Varianzen ausgesagt, so daß wir uns hier auf einen Kommentar zu Tabelle 6.2 
beschränken können; Beispiele werden im Abschnitt 6.3.2. gebracht. 

(1) Alle Formeln sind als Integrale notiert. Bei diskreten Stichroben bzw. 
AKF-Schätzungen sind die Integrale durch Summen zu ersetzen, z, B. D 2 {ä;,} 
in Tabelle 6.2 durch 

D*{%} = y [0(0) + 2*£ (l - G(rA) J. (6.3.7) 

(2) Die Formeln für D 2 {ä*„) gelten für beliebige stationäre/homogene ergo- 
dische Prozesse, diejenigen für D 2 {"(/), D 2 {"d(0)} bei Ga uss-Prozessen, wie 
im Abschnitt 6.1.1. erläutert wurde. 


(3) Alle Näherungen gelten für Prozesse, deren AKF im Vergleich zur Aus¬ 
dehnung des Stichprobengebietes rasch gegen Null abfallen, so daß sich Terme 
der Form 1 — tjT über einen Bereich r 0 , in welchem G(r) > 0, nur wenig von 
Eins unterscheiden und die obere Integrationsgrenze auf oo ausgedehnt wer¬ 
den kann. In diesen Näherungen kommt die Abhängigkeit der Varianzen vom 
Stichprobenumfang und von der Erhaltungsneigung (Integralskala I) am deut¬ 
lichsten zum Ausdruck; z. B. ist D 2 {x„} ~ ”1. 

6.3.2. Erhaltungsneigung und effektiver Stichprobenumfang 

Um die Abhängigkeit der Varianzen in Tabelle 6.2 von der Erhaltungsneigung 
etwas deutlicher zu machen, schreiben wir speziell die Varianz des Mittels 
= * aus einer Registrierung der Länge T bzw. aus einer äquidistanten Stich- 


12 Meier/KeUer 
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probe vom Umfang N = T/A als 

T 

»,■ - ^ ‘ {T) := >/(‘~ t) C(i)lk ’ (6 ' 3 ' 8) 

0 

^ = £ S(N), e(N) := 1 + | £ (l - C(rA). (6.3.9) 

Wäre es möglich, weißes Rauschen über 7' zu registrieren, erhielte man mit 
(6.3.8) 

T +°° 

^ / (i - y) d ’ = t/ a( *>“ I' <6 ' 310) 

o 

d. h., die Varianz des Mittels ginge mit der Registrierlänge zurück. Für eine 
diskrete Stichprobe vollständig unkorrelierter Werte, C(rA) = 0, r = 1, 2, ..., 
N, ist e(N) = 1, und aus (6.3.9) folgt 

ot? = o 2 IN, (6.3.11) 

wonach die Varianz des Mittels mit der Anzald der Probenwerte zurückgeht. 
Stammt dagegen die Stichprobe aus einem Prozeß mit Autokorrelation, 
G(rA)= f=0 (r ^ 1), wird e(N) #= 1, in der Regel e(N) > 1. ln Analogie zu (6.3.11) 
schreiben wir 

o^ = o 2 IN e , N e = Nle(N), N e = Tfe[T), (6.3.12) 

wahlweise für Stichprobenumfang N oder Registrierlänge T. e(N) heißt äqui¬ 
valente Erhaltungszahl, e{T) äquivalente Erhaltungslänge. In der Tat sind beide 
Größen spezielle Ausdrücke der Erhaltungsneigung; z. B. gilt 

lim e(T) = 27 = N(0)/C(0), (6.3.13) 

T—>oo 

d. h., für genügend große T entspricht s(T) der doppelten Integralskala des 
Prozesses. e(N), e{T) sind gerade so definiert, daß die Schätzformel (6.3.11) 
auch auf Stichproben aus stationären Zufallsprozessen angewendet werden 
kann, wenn man nur anstelle des tatsächlichen Stichprobenumfanges N den 
sog. effektiven Stichprobenunifang N e gemäß (6.3.12) einsetzt oder anders 
ausgedrückt: Entnimmt man einer Registrierung der Länge T genau N e Werte 
im Abstand A = e(T), entsprechen diese einer Stichprobe von N unkorrelierten 
Werten im Abstand A — 1 und liefern bei gleicher Varianz a 2 auch die gleiche 
Varianz crj 2 des Mittels x. 

Dieser Sachverhalt ist insofern von großer praktischer Bedeutung, als 
Prüfverfahren, die für korrelationsfreie Meßwerte gelten — etwas großzügig 
ausgedrückt — auch auf Stichproben aus stationären bzw. homogenen Zufalls¬ 
prozessen angewendet werden können, wenn man die Freiheitsgrade mit N e 
nach (6.3.12) berechnet. Wir formulieren den Kern der Aussage noch einmal im 
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Satz 6.4 (J. Babtels, 1935): Eine Stichprobe vom Umfang N aus einem statio¬ 
nären Zufallsprozeß enthält N e = N/e(N) korrelationsfreie Probenwerte, und aus 
einer Registrierung der Länge T aus einem stationären Zufallsprozeß können 
A r e T/e(T) korrelationsfreie Probenwerte entnommen werden. 

Die Verallgemeinerung auf mehrdimensionale homogene Prozesse ist offen¬ 
sichtlich (vgl. Tabelle 6.2): 


„ n T 2 n C » l Ar \ 

e = l^T)’ e[nT) :== ^ J n (l - -~j X "CM*) dAx > 


+ oo 

n T -> IR": «(IR") := ~ ff'"f n °( Ax ) dAx 


(6.3.14) 


= 2»x ”1 = «S(0)l«C(0). (6.3.15) 

Der effektive Stichprobenumfang N e ist das Verhältnis von Stichprobenraum n T 
zu äquivalentem Erhaltungsraum e( n T). 

Neben dem oben behandelten eindimensionalen Fall sind der zwei- und drei¬ 
dimensionale mit Stichprobenfläche F und Stichprobenvolumen V am wich¬ 
tigsten: 

N e = F/e(F), N e = V/e(V). (6 . 3 . 16) 

Sind die Prozesse im IR 2 , IR 3 homogen-isotrop, gilt 



r dr = 4 x 2 I = 2 S(0)/ 2 C(0 ), 


(6.3.17) 


e(!R 3 ) = 



r 2 dr — 8 X 3 I = 3 S(0)/ s C(0). 


(6.3.18) 


Beispiel 6.3: Schätzwerte für homogen-isotrope, ergodische, gaußsche Prozesse. 

Aus Prozessen n X, n — 1,2, 3, mit den genannten Eigenschaften und den AKE 

”C(r) = a 2 exp [— (r/d) 2 ] 

mit jeweils gleicher Varianz o 2 und gleichem Abklingparameter ä<£T möge je eine 
Stichprobe aus n T = T » (Strecke T, Quadrat T 2 , Würfel T 3 ) vorliegen und daraus x,„ 
n C(r) geschätzt worden sein. Die statistische Sicherheit dieser Schätzungen kann mit 
den folgenden Näherungswerten, berechnet nach (6.3.1, 5, 6, 12, 17, 18), beurteilt 
werden: 

e(”T) {fc d) n , arffo 2 = 1/N e = (ft d/T ) n , 

VK 4 ^ c n (in d/T) n , C, = iß, c 2 = 1, c 3 = j/2/2. 

Wie bereits aus den allgemeinen Formeln bekannt, gehen die Varianzen ctj 2 = D 2 {x), 
< — D 2 (° r * 2 l mü wachsendem Stichprobengebiet und abnehmender Erhaltungsneigung 
zurück, während sich der effektive Stichprobenumfang gerade umgekehrt verhält. 


12 * 
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Beispiel 6.4: Schätzwerte für einen ebenen, homogen-isotropen, ergodischen, gaußsehen 
Prozeß. 

Im Beispiel 5.4, S. 135 wurden AKE der vertikalen Erdkruatenbewegung im Pannoni- 
sohen Becken geschätzt und u. a. durch das Modell 

G(r) = <r 2 e-“’ r V 0 ( V) 

approximiert. Als Ergänzung berechnen wir mit den Eormeln {6.3.5, 16, IV), den Aus- 
gangswerten 6* «s 0,70 inm 2 /a 2 , Si ^ 0,61 X 10~“ km \ ^ 1,56 X 10 2 km 

F ^ 4,8 X 10 5 km 2 und don o. a. Eigenschaften als Arbeitshypothesen: 

OQ 

e(F) & 2 7 t J r dr = e-V/4«*^ 1,6 X 10 4 km 2 , 

o 

OQ 

a ° a *^irf e ^'(W ,dr 

o 

= e-V/4« , I 0 (h 0 ä /4a 2 ) 0,030 mm*/a 4 , 

Fa? 

N e = Ffe(F) e« 30. 

Der erhobene Stiehprobenumfang N ~ 10 2 geht auf den effektiven N e ~ 10 zurück! 
Wie bereits bemerkt, ist es daher unmöglich, aus einer einzigen Realisierung eine rich¬ 
tungsabhängige AKE zu schätzen. Man behilft sich mit einem der geologisch-geophysi¬ 
kalischen Situation angepaßten isotropen Modell, dessen freie Parameter mehr oder 
weniger sicher, z. B. o l ss {0,70 ± 0,17) mm 2 /a 2 , aus dem Experiment abgeechätzt 
werden. 

6.3.3. Trennung von Signal und Rauschen 

Bisher sind wir, ohne es besonders zu betonen, in der Regel davon ausge¬ 
gangen, daß die Stichproben aus Zufallsprozessen fehlerfrei erhoben, d. h. in 
keinerlei Weise im Meß- und Auswerteprozeß verändert worden sind. Es 
wurde deshalb auch nicht von Stichproben/eWern, sondern von Stichproben- 
effekten gesprochen. Die Auswirkung dieser Effekte auf das Ergebnis kann 
durch Konfidenzintervalle, statistische Tests o. ä. beurteilt werden. Solche 
Aussagen sind jedoch unabhängig von der Natur des Prozesses {physikalisch, 
chemisch, geometrisch; geophysikalischer Prozeß oder Eehlerprozeß) und 
liefern nur eine mathematisch-statistische Sicherheit. 

Kommen nun außer den Stichprobeneffekten die ebenfalls unvermeidli¬ 
chen Eehlerwirkungen der Messung und Auswertung hinzu, wird die Aufgabe, 
(geophysikalisch) sichere Ergebnisse zu erzielen, entsprechend komplizierter. 
Man kann das Problem, vereinfacht auf additiv überlagertes Rauschen (»), 
etwa so formulieren: Gemessen werden das verrauschte Signal (r) 

r = s n mit m T — m, + m„, 

C„ = 0„ + 0 SB + 0„ + 0 sn , 

S rT — S ss -)- Ssn “k ”k $»« > 



(6.3.19) 
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das verformte Signal 

$ mit m», C»», St» = US l3 (6.3.20) 

mit U als Übertragungsfunktion, oder das verrauschte und verformte Signal 

f ~ h -f- h mit m» = m» + 

G»t = C»t + Ctn + Cm + Cu a, St» = U8„. 

Gesucht ist das (weitgehend) rausch- und verformungsfreie Signal s mit m„ 
c a ,, 8 SS . Dieser Abschnitt ist dem Teilproblem (6.3.19) gewidmet, der nach¬ 
folgende der Signalverformung (6.3.20), (6.3.21). 

Ein Rauschprozeß kann als geophysikalischer Prozeß und mit dem interes¬ 
sierenden Prozeß gekoppelt auftreten, z. B. atmosphärische Turbulenz. Er 
kann ein reiner, mit dem Signal nicht notwendig kreuzkorrelierter Fehlerpro¬ 
zeß, z. B. zufällige, periodische und grobe Fehler, schließlich beides zugleich 
sein. Es kann daher auch kein Patentrezept geben, um Signal und Rauschen 
zu trennen, sondern man muß von Fall zu Fall nach einigermaßen bewährten 
Richtlinien verfahren. 

An sich ist diese Aufgabe in sich widersprüchlich: Die Trennung selbst er¬ 
fordert A -pnon-Kenntnisse über die statistischen Eigenschaften von 5 und n, 
die ihrerseits nur an s und n getrennt studiert werden können. Indessen erweist 
sich das Dilemma als nicht ausweglos: Man versucht zunächst, Mittelwerte 
und AKF und/oder Spektraldichten in (6.3.19) zu trennen. Dabei müssen von 
den Komponenten r, s, n wenigstens die Eigenschaften zweier bekannt sein. 
Glücklicherweise ist n in den meisten Fällen von ziemlich einfacher statisti¬ 
scher Struktur, z. B. weißes oder breitbandiges Rauschen, periodische Störung 
o. ä. und mit s nicht oder höchstens schwach korreliert, so daß 

G r , ft G„ + C nn , 8„ ss 8„ + 8 nn . (6.3.22) 

Ferner können m R , C„„, 8„ n aus den Fehlercharakteristiken der Meßverfahren 
oder Übertragungskanäle oder aus der physikalischen Natur der Störungen 
abgeschätzt werden. Mitunter verfügt man auch schon über gewisse Vorkennt¬ 
nisse des Signalverlaufs, z. B. aus den Grundgleichungen, welche den Prozeß 
im Mittel beschreiben. 

Sind die statistischen Eigenschaften von s und n (näherungsweise) bekannt, 
ist die Signalprädiktion eine Filte.raufgabe. Die wirksamsten Verfahren sind 
natürlich die Schätzverfahren mit minimaler F'ehlervarianz (Abschnitt 5.3). 
Erscheint der Rechenaufwand, z. B. bei Routineauswertungen mit niedrigen 
Genauigkeitsanforderungen und/oder schwachem Rauschen nicht gerecht¬ 
fertigt, können Tief-, Hoch- oder Bandpaßfilter benutzt werden, um hoch¬ 
frequentes Rauschen, langwellige Trends oder periodische Störungen zu unter¬ 
drücken. Diese häufig benutzten Standardverfahren sind jedoch nicht optimal: 
Je nach den spektralen Eigenschaften von s, n sowie der Wahl der Filter¬ 
charakteristik werden nicht nur die Störungen mehr oder weniger gut be~ 


(6.3.21) 
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seitigt, sondern auch gewisse spektrale Anteile von s mitverformt! Immerhin 
können diese Verfahren ggf. Vorstufe der eigentlichen Signalprädiktion sein. 

Wir bringen ein einfaches Beispiel der Voruntersuchung, in dem die Häufig¬ 
keitseigenschaften gemessener Prozeßordinaten zur Trennung von Signal- und 
Rauschvarianz ausgenutzt werden. 

Beispiel 6.5: Periodisches Signal mit -überlagertem Rauschen. 

Ein Eisstrom fließe über sinusförmig gewellten Untergrund. Dann ist unter gewissen 
Voraussetzungen die Oberflächengeschwindigkeit v(x) in Eließrichtung x 

v{x) = c -f- bx -J- a sin co 0 x; a, b, c Konstante. 


Wir untersuchen zunächst die Häufigkeitsverteilung der gemessenen, trendfreien 
Ordinaten r; = z; = n ; , .v; = a sin vgl. Beispiel 2.5, S. 43. Für Es = 0, 

E» = 0, Er = 0 und nicht zu schwaches Rauschen läßt sich die Dichtefunktion (2.4.18) 
durch die Näherungslösung 

K(z )= (4«)~ 1 + e z ), e 1>2 = exp f (z ± /J)*/4«*] (6.3.23) 

mit - x 1 ras a n 2 /2 -f- 0,0335 a-, ß «s i 0,658a ersetzen (Meier, 1981). Wenn snr = u s 8 /<r n 8 
>1,75, besitzt hßz) bei ph ßzß je ein Maximum und bei z 0 — 0 ein Minimum. Liegt 
ein Meßwerthistogramm mit der Varianz <r r * und dem Gipfelabstand z t — z t ss* 2ß wie 
in Abb. 6.5 vor, so können die Signalamplitude a, die Signalvarianz a 2 = a 8 /2 und die 
Eehlervarianz <r„ 2 = <j T - — tf, 8 abgeschätzt werden: 

2ß «a 24 bis 26 cm/d, m r aa 0, aw 18 bis 20 cm/d, 
tf 4 8 a* 162 bis 200 cm 2 /d ! , u r 2 a* 227 cm 8 /d 8 , 

<r n 8 sn 65 bis 27 cm 2 /d 8 , er ä a /<r n 8 «a 2,6 bis 7,4. 

Damit ist eine wichtige Voraussetzung zur Signalprädiktion nach kleinsten Quadraten 
(vgl. Abschnitt 6.3.1) erfüllt. Als Signal-AKP wird man das Kosinus-Modell oder ein 
Modell des Schmalbandrausehens (Anhang A3) ansetzen (Dietrich, 1978). 

Die Varianzen von Signal und Rauschen sind natürlich nicht immer so einfach zu 
trennen; z. B. rücken für snr < 1,75 die Maxima zusammen, und A,(z) tendiert mit 
snr —r 0 gegen die Normal Verteilung. 



Abb. 6.5. Schwankungen im Längsprofil der Oberfläohengeschwindigkeit eines antarkti¬ 
schen Ausflußgletschers. Histogramm der gemessenen, trendfreien Ordinaten z; = r; 
mit angepaßter Dichtefunktion 
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EinSignalist in der Regel um so leichter und zuverlässiger zu prädizieren, je 
stärker seine Leistung gegenüber der Rauschleistung dominiert (je günstiger 
das Signal-Rausch-Verhältnis) und/oder je deutlicher sich sein Bandbereich 
von jenem des Rauschens abheht. 

Beispiel 6.6: Bandbereiche vertikaler Erdkrustenbewegungen in Mittel- und Südosteuropa. 
Sowohl für Mittel- als auch für Südosteuropa werden relative Vertikalgeschwindigkeiten 
von 1 bis 2 mm/a angegeben. Bei gleichem Meßverfahren ist auch mit gleichen Eehler- 
varianzen und damit mit gleichen snr in beiden Regionen zu rechnen. Die spektrale 
Verteilung möglicher Bewegungssignalo ist jedoch grundverschieden (Abb. 6.6). 

Zunächst ist das Eehlerspektrum verhältnismäßg breitbandig und dominiert auf 
Wellenlängen A = 2n/k r** 10 2 km. Diese Größenordnung folgt aus der Struktur der 
Nivellelementsnetze und ihrer Verformung. Mögliche Krustenbewegungen in Mittel¬ 
europa dürften im gleichen Wellenlängenbereich liegen; das Signalspektrum ( S 2 ) ist 
vom Eehlerspektrum {Saft) überdeckt und die Signalprädiktion entsprechend kritisch. 
Dagegen tritt das Signalspektrum des Pannonisohen Beckens (5'j), besonders im Wel¬ 
lenlängenbereich ~ 10 3 km deutlich aus dem Eehlerspektrum hervor. Insgesamt ist 
daher die Signalprädiktion im Pannonisohen Becken (A ~ 10 3 km, a ~ 1 mm/Jahr), 
aber auch in den Alpiden Neoeuropas (A ~ 10 2 km, jedoch 1 mm/Jahr sS a 10 mm/ 
Jahr) sicherer möglich als z. B. in den Varisziden Mitteleuropas. 

6.3A. Signalverformung 

Stochastische Signale können im Meß- und Auswerteprozeß in gewisser Weise 
verändert (verformt, verzerrt, gefiltert) werden, z. B. geglättet infolge Trägheit 
des Meßgerätes, durch Integration, Mittelbildung, Ausgleichung, aufgerauht 
durch Differenzenbildung usw. — Um die verformenden Wirkungen eines 
Meß- oder Auswerteverfahrens abzusehätzen, bedient man sich gern sog. Test¬ 
signale. Vorzüglich geeignet sind die im Abschnitt 5.1.3. besprochenen Signale 
a sin o) 0 t, a cos a> 0 t, weil sie gewisse reproduzierende Eigenschaften besitzen. 
Als orthogonale Funktionen sind sie nicht kreuzkorreliert, reproduzieren sich 
aber im Prozeß der Autokorrelation; vgl. (6.1.27). Ferner bleiben sie in ihrer 
Struktur unverändert, wenn man sie linearen Transformationen unterwarft. 


S(k) 


k 

Abb. 6.6. Spektraldiohten vertikaler Erdkrustenbewegungen in Südosteuropa (Panno- 
nisches Becken, S t ) und Mitteleuropa (S s ) im Vergleich mit der Spektraldichte gefil¬ 
terter Nivellementsfehler (geformten Rauschens, Sm) — schematisch 
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Ein Signal s(t) = a sin co 0 t mit der formal eingeführten Spektraldichte 
(5.1.26) werde linear transformiert. Die Spektraldichte des transformierten 
Signals $(t) ist nach (3.3.15) und (2.5.9) 

$(w) = 2na 2 |G(jco)| 2 <5(|<w| — a) 0 ) = na 2 |G(jco 0 )] 2 <5(|co| — co 0 ). (6.3.24) 

Die Deltafunktion selektiert aus der Übertragungsfunktion U(co) = |G(j«)| 2 
genau einen Funktionswert (an der Stelle cu 0 ), so daß sich S(co) von S(co) nur 
um einen konstanten Faktor unterscheidet und Spektraldichte des verformten 
Signals 

$(<) = «2sin (co 0 t + <p), ä = ®|G(ja> 0 )|> tan rp = * m 

Ke (6r(jcu 0 )} 

(6.3.25) 

mit der Phasenbeziehung gemäß (3.3.14) ist. s(t) ist also gegenüber s(t) nur in 
der Amplitude und in der Phase verändert; die Wellenlänge bleibt erhalten. 

Beispiel 6.7: Nivellement über ein sinusförmiges Höhenprofil. 

Entlang eines Höhenprofils 

h(t) = a sin ai 0 t, h'(t) = aa> 0 cos c o 0 t 

werden Höhenunterschiede [Ahj] über Streckenlängen l bestimmt. Das Meßverfahren ist 
linear mit der Durchlaßcharakteristik (vgl. Beispiel 3.6, S. 77) 

G(jco) = 2j sin (col/2) , |G(jw)| = 2 |sin (wl/2)\. 

Mit (6.3.25) folgt 

h(t) = 2a |sin (a> 0 ?/2)| sin (co 0 t + nf2) 

«s aa) 0 l cos w 0 t = lh'(t) für A 0 = 2nf(o a l 
oder im diskreten Meßverfahren 

lh'(t)^ll^-\ = Ah { . 

\ Ati Im,=1 

Folglich erhält man aus dem Nivellement über h(t) eine Folge von Höhen unterschieden 
{AW bezogen auf Streckenlängen l bzw. in der stetigen Approximation die Gelände¬ 
neigung h'(t) = h(t)/l weitgehend verformungsfrei, wenn nur für die Profilwellenlänge 
X a l gilt (bis auf gefilterte Nivellementsfehler, die im Beispiel 3.6, S. 77 besprochen 
wurden). Gleiches gilt für Erdkrusten- oder Bodenbewegungen aus Wiederholungs¬ 
nivellements, wenn man anstelle h(t), h'(t) die Vertikalgeschwindigkeit v(t) und ihre 
Änderung v'(t) entlang des Nivellementsweges t setzt. Im Vergleich zum Abtasttheorem 
ist diese Forderung stärker, da Höhenunterschiede über Streckenlängen (im kontinuier¬ 
lichen Konzept Differentialquotienten) gemessen werden. 

Verformungen mehrdimensionaler Signale können auf analoge Weise getestet 
werden. Sei speziell eine ebene Wellung (5.1.29) mit der Spektraldichte (5.1.32) 
einer linearen Transformation mit der Übertragungsfunktion TJ(k x , k v ) 
= \G(\k x , ]k y )\ 2 unterworfen. Die Spektraldichte der verformten Wellung ist 
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dann 

k y ) = 4 n 2 o 2 \G{]k x , ]k v )\ 2 ö{\k x \ - \k xü ) <5(|&J - k v0 ) 

= 2 ^ 2ft2 \ G () k xo, j^o)l 2 < 5 ( 1^1 - k x0 ) 6{\k y \ - ky 0 ), (6.3.26) 

d. h. Spektraldichte von 


$(x, y) = ü cos ( k x0 x + k y0 y + <p), 


d = a\G(jk x0 , j^o)!, 


Im {G{]k x(j , j^yo)) 

Re {G(jk 

xo> * 


(6.3.27) 


Ist das Signal entsprechend (6.3.20) verändert, erhebt sich die Frage, ob sich 
die Verformung mit der Charakteristik G durch sog. inverse Filterung rück¬ 
gängig machen läßt. Das ist offensichtlich nur dann vollständig möglich, wenn 
sich ein Filter mit der Charakteristik G' 1 angeben läßt, so daß GG~ X = 1 im 
Sinne der multiplikativen Filterung (3.3.19). Am einfachsten läßt sich die 
Verformung an periodischen bzw. quasiperiodischen Signalen, z. B. (6.3.25), 
(6.3.27) beseitigen, indem man s(t) mit |G(jw 0 )|-i, 3(.r, y) mit \G()k zli , j/L 0 )|-i 
multipliziert und jeweils um die Phase <p verschiebt. Zu stark geglättete Signale 
(Integrationsfilter mit G, = 1/jcu, cu =(= 0) können mittels Differentiationsfilter 
mit G 2 = jw wieder aufgerauht werden: GjG 2 = 1, « 0. Ist das Signal ent¬ 

sprechend (6.3.19) von unerwünschtem Fluktuationsrauschen mittels Tiefpaß- 
filterung befreit worden, können gewisse Signalanteile ebenfalls glättend ver¬ 
formt sein. Um diesen Effekt rückgängig zu machen, muß sich die inverse 
Filterung auf den interessierenden Frequenzbereich des Signals beschränken, 
indem dort |G| möglichst nahe an den Wert Eins gebracht wird (sog. Restau¬ 
ration). 

Am kritischsten ist die Situation, wenn nach (6.3.21) zusätzlich verformtes 
(insbesondere starkes) Rauschen n auftritt. Die üblichen nicht-optimalen 
Filterverfahren können dann das Gewünschte höchstens annähernd leisten, 
wenn sich die Bandbereiche von s, h deutlich unterscheiden; ansonsten sind 
die Schätzverfahren mit minimaler Fehlervarianz vorzuziehen. Gefährlich 
ist der Extremfall s = o, r = h\ Die Verformung von Rauschen (Filterung 
von Meßfehlern) kann Signale generieren, die a priori nicht existieren, z. B. 
kann bandgefiltertes weißes oder breitbandiges Rauschen periodische quasi¬ 
periodische bzw. schmalbandige Variationen Vortäuschen! Es liegt auf der 
Hand, daß man Fehlinterpretationen nur mit sorgfältiger Analyse der Meß- 
und Auswerteverfahren Vorbeugen kann. 

Beispiel 6.8: Polbewegung. Variation der Chandleb -Periode (nach H. Jochmann 
1980, 1982). 

Die Polbewegung besteht im wesentlichen aus der Jahreswelle und der Chandler- 
Welle mit einer Periode von etwa 1,2 a. Letztere wird durch Massenverteilung und 
Theologische Eigenschaften der Erde bestimmt und ist wegen ständiger Massenbewe¬ 
gungen nicht konstant. Die möglichen Beträge der Variationen sind auf Grund der 
vergleichsweise kurzen Beobachtungsdauer und der Genauigkeit der Polkoordinaten 
kaum festzustellen. Trotzdem wurden aus harmonischen Analysen von Polbewegungs- 
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daten Variationen von Amplitude und Periode der Chandler- Welle, ferner Korrela¬ 
tionen zwischen Amplitude und Periode der Chaxdler- Welle und zwischen Chahdler- 
Periode und Amplitudenvariation der Jahreswelle ermittelt. Diese Zusammenhänge 
sind zunächst rein empirisch, weil das Auswerteverfahren keinerlei Beziehungen zur 
Bewegungsgleiohung besitzt. Sie können nur dann als real angesehen werden, wenn sie 
mit dem mechanischen Modell der Polbewegung verträglich und nicht vom Auswerte¬ 
verfahren erzeugt worden sind. 

Es wurde festgestellt, daß die o. a. Beziehungen zwar dem mechanischen Modell 
nicht widersprechen, jedoch qualitativ gleiche Korrelationen infolge Amplitudenvaria¬ 
tion der Ohaxdler- Wolle in der Fourier- Analyse erzeugt werden. Somit können diese 
Korrelationen nicht als Beweis für eine veränderliche CnANDLER-Periode dienen. 

Im Beispiel 6.8, einem globalen Problem, konnten die (mehr oder weniger ver¬ 
formten) Ergebnisse aus dem Auswerteverfahren (harmonische Analyse) direkt 
am bekannten Bewegungsmodell geprüft werden. Die Schlußfolgerung lautet: 
Eine weitgehend unverzerrte CiiANDLER-Periode läßt sich ohne unzulässige 
Voraussetzungen nur durch Eingangs-Ausgangs-Analyse (vgl. Abschnitt 3.3.1) 
des Systems der Polbewegung bestimmen. 

Beispiel 6.9: Erdhrusfenhewegung. Höhenänderungen aus Wiederholungsnivellements 
(nach S. Meier, 1984, 1988 a). 

Aus wiederholt beobachteten Nivellementsnetzen abgeleitete Höhenänderungen werden 
als Erdkrustenbewegungen gedeutet und geologisch interpretiert. Infolge Netzausglei¬ 
chung werden die ursprünglichen Nivellementsfehler glättend verformt. Die Fehler 
der ausgeglichenen Höhenänderungen sind vom Typ einer ebenen Wellung mit domi¬ 
nierenden Wellenlängen in etwa der gleichen Größenordnung, wie man sie für Krnsten- 
bewegungen erwarten könnte. Es wurde festgestellt, daß sioh in bewegungsarmen 
Gebieten Mittel- und Osteuropas die Korrelationsfunktionen der Höhenänderungen 
nicht signifikant von jenen der Fehler unterscheiden. Somit repräsentieren die ge¬ 
nannten Wellenstrukturen nicht notwendig vertikale Erdkrustenbewegungen. 

Manche Bewegungsstrukturen scheinen mit geologischem Streichen gekoppelt zu 
sein. Folgend aus der Netzgeometrie worden jedoch in unregelmäßig ausgebreiteten 
Netzen richtungsabhängige Beobachtungskorrelationen erzeugt, im Staatlichen Nivelle¬ 
mentsnetz der DDR etwa in N—S- und E—W-Richtung. Schwankend um E—W ver¬ 
laufen aber auch geologische Vorzugsrichtungen, z. B. herzynisches (NW—SE) und 
variszisches (NNE—WSW) Streichen. Somit können vermutete Richtungsstrukturen 
der Bewegung duroh Auswertung vorgetäuscht, mindestens verfälscht sein. 

Im Beispiel 6.9, einem regionalen Problem, ist die Bewegungsgleichung un¬ 
bekannt; jedoch sind die statistischen Eigenschaften der Meßfehler und die 
Übertragungseigenschaften des Auswerteverfahrens (Ausgleichung) hinrei¬ 
chend bekannt. In diesem Fall war es angezeigt, die Eigenschaften der empi¬ 
risch geschätzten und daher verformten Bewegung mit jener der (ebenfalls 
verformten) Meßfehler zu vergleichen. Die Schlußfolgerung lautet hier: Um 
Bewegungssignale aus starkem Rauschen sicher aufzufinden, ist das Aus¬ 
gleichungsverfahren ungeeignet; wirksamer ist die Prädiktionsfilterung mit 
ursprünglichen Meßwerten. 


6.3, Statistische und geostatistische Sicherheit 


6.3.5. Auswertung empirischer Daten und geostatistische Sicherheit 

Nachdem wir Probleme, die in der Bearbeitung von Stichproben aus Zufalls¬ 
prozessen auftreten (ohne Anspruch auf Vollständigkeit) behandelt haben, 
wollen wir zum Abschluß Besonderheiten und Ziele der geostatistischen Ar¬ 
beitsweise zusammenfassend darzustellen versuchen. 

In einem Laborexperiment können die Versuchsbedingungen häufig hin¬ 
reichend konstant oder kontrollierbar gehalten, ferner die Beobachtungsdauer 
so festgelegt werden, daß ein Ergebnis mit vorgegebener statistischer Sicher¬ 
heit erzielt werden kann. Der Geowissenschaftler bezieht seine Informationen 
aus der Natur. Hier sind die ablaufenden Zufallsprozesse, zunehmend auch 
solche Init technogenen Einflüssen, der Messung schwerer zugänglich. Neben 
bekannten und daher kontrollierbaren Einflüssen wirken unerwünschte, oft 
unbekannte Einflußgrößen und verfälschen das Ergebnis: Der Beobachtungs¬ 
umfang ist oft gering oder lückenhaft und kann nur mit großem Aufwand in 
international verabredeten Projekten oder erst nach längeren Zeiträumen ver¬ 
vollständigt werden. So wirksam die modernen statistischen Methoden auch 
sein mögen, die Unzulänglichkeiten im (Geo-) Experiment lassen sich im nach¬ 
hinein nicht vollkommen beseitigen. Statistische Kunstgriffe können nicht die 
experimentelle Sorgfalt ersetzen ! 

Am ungünstigsten ist die Situation bei extrem seltenen Ereignissen und 
Vorgängen der Erdgeschichte: Zyklen der Gebirgsbildung, Kontinentbewe- 
Eiszeitalter, Paläoklimate usf. — statistische Analysen sind hier ziemlich 
aussichtslos. Häufiger sind schon Vulkanausbrüche, Erdbeben, Überschwem¬ 
mungen, Wechsel von Kalt- und Warmzeiten im letzten Eiszeitalter usf., 
obwohl auch diese noch zu den seltenen Ereignissen zählen. Dagegen sind wir 
auf dem laufenden über säkulare, jährliche und tägliche Variationen der 
meteorologischen, geomagnetischen und vieler anderer geophysikalischer Feld¬ 
größen. Das Material der weltweit abgestimmten Observatoriums-Programme 
ist für statistische Auswertungen gut geeignet. Ähnlich wie hei den zeitab¬ 
hängigen ist die Situation bei den ortsabhängigen Prozessen. Vom globalen 
Schwerefeld der Erde läßt sioh nur eine einzige begrenzte Realisierung über die 
endliche Erdoberfläche gewinnen. Andere „Versuchserden“, Himmelskörper 
von vergleichbarer Größe und Massenverteilung, sind nicht in Reichweite. — 

Dem Umfang nach beschränkte, inhomogene, lückenhafte Datensätze mit 
Erhaltungsneigung, schwer zu beherrschende oder unkontrollierbare Versuchs¬ 
bedingungen, verformende Wirkungen von Meß- und Auswerteverfahren, ins¬ 
besondere bei ungünstigen Signal-Rausch-Verhältnissen sind Restriktionen , 
unter denen der messende und analysierende Geowissenschaftler arbeitet. Sie 
sind zugleich potentielle Fehlerquellen statistischer Schlüsse und Ursachen von 
Fehlinterpretationen. In der geo wissenschaftlichen Statistik-Literatur mangelt 
es nicht an Beispielen physikalisch ungesicherter Zusammenhänge, sog. 
Nonsenskörrelationen, vorgetäuschter Effekte, voreiliger Schlüsse und sta¬ 
tistischer Scheinbeweise. Besonders der Geophysiker J. Bartels hat sehr früh- 
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zeitig auf die Gefahren hingewiesen, welche die unbedachte Anwendung sta¬ 
tistischer Schlußverfahren in sich birgt. Seine Empfehlung, angehende Geo¬ 
physiker in einer „Hohen Schule des Zufalls“ gegen pseudo-statistische An¬ 
wandlungen zu immunisieren, trifft wohl auf alle Geowissenschaftler zu, die 
sich statistischer Verfahren bedienen. Die Beispiele 6.8, S. 185 und 6.9, S. 186 
mögen in diesem Sinne als warnende Beispiele verstanden sein. 

Irren ist menschlich, Nicht-Irren eine Eigenschaft der Roboter. Der Geo¬ 
wissenschaftler, ausgestattet mit Kenntnissen über Naturgesetze, Erfahrung, 
Einsicht und Intuition hegt gegenüber dem Ausgang eines Experiments 
zwangsläufig eine gewisse Erwartung und ist über einen negativen Ausgang 
möglicherweise enttäuscht. Erwartungshaltungen gefährden die Objektivität 
des Ergebnisses. Im Beispiel 6.9 wird die geologische Erwartung durch geo¬ 
dätische Eehlinterpretation täuschend erfüllt! Übertrüge man die Aufgabe 
einem (richtig programmierten) Roboter ohne Erwartungen, Hoffnungen, 
Wünschen und Enttäuschungen, wäre ein hoher Grad an Zuverlässigkeit er¬ 
reicht. Man kann sich dem idealen Versuchsablauf anzunähern versuchen, 
indem man von der Messung bis zur Auswertung nach einem Beobachtungsplan 
operiert. Bei entscheidenden Fragestellungen ist es ferner zweckmäßig, das 
gleiche Beobachtungsmaterial von mehreren Personen oder -gruppen un¬ 
abhängig bearbeiten zu lassen und die Ergebnisse zu vergleichen 

Das Endergebnis einer statistischen Analyse, speziell der Erhebung und 
Bearbeitung von Stichproben aus Zufallsprozessen, sollte stets ein geostatistisch 
sicheres sein: 

Ein Schätzergebnis aus einer oder mehreren Stichproben von Zufallsprozessen 
heiße geostatistisch sicher, wenn es mathematisch-statistisch gesichert und mit der 
geophysikalischen Realität verträglich ist. 

Diese zwiefache Forderung liegt nach den bisherigen Ausführungen nahezu 
auf der Hand, denn ein mathematisch-statistisch sicheres Ergebnis kann man 
fast immer erzielen, wenn man nur genügend Geduld, Zeit und Mittel aufwen¬ 
det und ein umfangreiches Datenmaterial zusammenträgt — bis auf gewisse 
Restriktionen (extrem langsame, zeitlich oder räumlich begrenzte Prozeß¬ 
abläufe, Ökonomie der Mittel usf.), versteht sich. Ein solcherart zunächst rein 
formal gesichertes Ergebnis muß aber nicht notwendig ein geostatistisch 
sicheres sein, d. h. eine vollwertige geowissenschaftliche Aussage liefern. Um den 
zweiten Anspruch zu erfüllen, müssen alle Störungen und Verformungen aus 
dem Übertragungs-, Meß- und Auswerteprozeß erkannt und so gut wie möglich 
beseitigt worden sein. Speziell muß sichergestellt sein, daß periodische oder 
quasiperiodische Effekte nicht durch triviale Bandfilterung weißen oder 
breitbandigen Rauschens (nicht oder schwach korrelierter ursprünglicher 
Meßfehler) erzeugt sind. Schließlich sollte das Ergebnis mit den jeweils rele¬ 
vanten geophysikalischen Grundgesetzen, ausgedrückt durch gewisse Grund¬ 
gleichungen — soweit sie bekannt sind — verträglich, im Idealfall der Er¬ 
kenntnis geowissenschaftlicher Gesetzmäßigkeiten dienlich sein. Derart hohe 
Ansprüche sind oft nur in mühevoller Kleinarbeit zu erfüllen; die Schwierig¬ 
keiten stecken noch immer im Detail. Wenn wir uns dieser Mühe unterziehen, 


6.3. Statistische und geostatistische Sicherheit 


189 


wird die Erwartung gegenüber dem Ausgang eines geostatistischen Experi¬ 
ments nicht täuschend, sondern — mit Positiv- oder Negativ-Resultaten — 
real erfüllt werden. — Im übrigen kann man (Geo-) Statistik nicht ausschließ¬ 
lich aus Lehrbüchern, sondern am besten aus eigenen Experimenten, Aus¬ 
wertungen und auch Fehlern erlernen. 

Literaturhinweise: Über ergodische Prozesse im euklidischen Raum siehe u. a. Swesch- 
nikow (1965), über solche auf der Kugel Mobitz (1980) und vor allem die vorrangig 
Ergodizitätsfragen gewidmete Abhandlung von Laukitzen (1973), wo sich auch eine 
knappe Darstellung homogen-isotroper Prozesse mit funktionalanalytischem Zugang 
findet. Stichprobeneffekte, Schätz verfahren und statistische Sicherheit behandeln u. a. 
Sweschnikow (1965), Taubenheim (1969), speziell Spektraldichteschätzungen Bi.ack- 
man und Tukey (1958), Jenkins und Watts (1968). Zur Abtastung und Rekonstruk¬ 
tion eindimensionaler bzw. mehrdimensionaler Signale siehe Chubkin, Jakowlew und 
Wunsch (1968) bzw. Jaboslawskij (1985). Letztgenanntes Werk enthält ein breites 
Spektrum digitaler Auswerteverfahren, u. a. schnelle ff -Transformation und Ver¬ 
fahren mit irregulär verteilten Daten; hierzu siehe auch Pabzen (1985). Zum geosta¬ 
tistischen Problemkreis empfehlen wir Baktels (1943, 1960), van deb Biji, (1951), 
Mathebon (1963), Taubenheim (1969). 

















Anhang 


Anhang Al: Modelle monoton gegen Null abnehmender AKF n C(r) und Spektraldichten 
”S(k) homogen-isotroper Prozesse im IR” (n — 1, 2, 3). (Ausnahme: Modell 5 mit Band¬ 
struktur der Spektraldichten, wobei die relativen Maxima monoton gegen Null ab¬ 
nehmen.) „ „ 

Variable: x = r/d mit r 2 = £ Axf, y — dk mit k 2 = £ kf, d > 0, const. Funktionen: 
i =1 i=i 

Gammafunktion JP( v), Dreieckfunktion A(x), BESSEL-Funktionen J v (x), modifizierte 
BESSEL-Funktionen K v (x), jeweils der Ordnung v. 


Modell 


n C(r)/ n C(0) 

n = 1,2,3 n= 1 


1 GAüss-Modell 

e~ x% 
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2b v = 1 
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Anhang 
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Modell 

n C(r)l n C{0) 
n = 1, 2, 3 

= 1 


3b v = 1 


1 

(1 + x 2 ) 2 


■|d(l + |»|)erW 


4 Verallgemeinerte 
HiRVONEN-Modclle 
(Exponent gebrochen) 


1 

(i + x i y+ 1 ' t 


(väO) 


2- l r(v + 1/2) 


y’Kv(y) 


4a r = 0 

1 

2dK 0 (y) 


(1 + X 2 ) 1 ' 2 

4b r = 1 

1 

ZdyK-ßy) 


(1 + X 2 ) 3 ' 2 

cq 

II 

St 

o 

1 
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(1 + X 2 ) 5 ' 2 

ö 

5 Dreieck-Modell 

A(x) 

, rsin (z//2)l 2 

n ,ß J 


Anhang A2: Modelle gedämpft oszillierender (unterschwingender) AKE n C(r) und Spek¬ 
traldichten n S(k) mit dominierendem oder begrenztem Bandbereich von homogen-iso¬ 
tropen Prozessen im IR” (n = 1, 2, 3). Variable und Funktionen wie im Anhang Al; 
außerdem: Rechteckfunktion /7(x), Deltafunktion <5(x), hypergeometrische Reihe F(x). 
Konstante Parameter: a > 0, ß > 0, d > 0. 


Modell n G(r)j n C( 0) 
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Modell 

n C(r)/ n C( 0) 

n=l,2,3 

n = 1 
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n S(k)/"C( 0) 
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Anhang A3: Spezielle Modelle schwach/stark gedampft o.zdherender^nterschwmgem 
der) AKF ’>C(r) und Spektraldickten »S(k) mit schmalban^gem breitbandigem Bereich 
von homogen-isotropen Prozessen im IR» (» = 1, 2, 3). Variable und Funktionen w e 
im Anhang Al, A2; außerdem: BESSKL-Funktion /„(*) = J 0 (jx) j - 1- 

Parameter: « 0, k 0 > 0. Spektraltyp m Klammern: Peak (P), Lime (L), Wall (W), 

Ring (R), Band (B), Scheibe (S), weißes Rauschen (WR). 
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Breitbandrauschen 
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Signifikanz s. Sicherheit 
-test 27 

Solenoidalfeld 13, 98 
Spaltfunktion 65, 147, 164, 194 
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Spektraldichte (spektrale Leistungsdichte) 
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